Teil 1. Verbande und Boolesche Algebren I. Verbande

Definition 0.1 Es sei M eine nichtleere Menge und < eine zweistellige Rela-
tion auf M. < heift partielle Ordnung, falls < reflexiv, transitiv und
antisymmetrisch ist. Dabei ist < reflexiv falls x < x fiir alle x € M, tran-
sttiv falls aus z < y und y < z schon = < z folgt fir alle x,y,z € M, und <
heift antisymmetrisch, falls aus v < y und y < x folgt x = y, fiir alle
x,y € M. Das Paar (M, <) heifst dann eine partiell geordnete Menge
(Englisch partially ordered set, kurz poset). (M, <) und (N, <’) heifien
tsomorph, falls es eine Abbildung g : M — N gibt, welche bijektiv ist, und
fir die gilt g(x) <’ g(y) gdw. x < y, fir alle x,y € M. g heifft dann ein
Isomorphismus von (M, <) auf (N, <').

Definition 0.2 Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und X C M. y
heifit obere Schranke von X, falls x <y fiir alle x € X. y heifst untere
Schranke von X, falls y < x fiir alle x € X. Falls ein eindeutig bestimmtes
y € M existiert, sodaff y < z gilt fiir jede obere Schranke z von X, so heifit y
das Supremum von X, in Zeichen sup.X. Fulls ein eindeutig bestimmtes
u existiert, sodafi z < w gilt jede untere Schranke z von X, so heifit u das
Infimum von X, in Zeichen inf < X. Ist die Ordnung aus dem Kontext klar,
schreiben wir auch infX statt inf <X und supX statt sup.X. < heifit eine
Verbandsordnung, falls supX und inf X ezistieren fiir alle endlichen X C
M.

Beispiele fiir Verbandsordnungen.

Beispiel 1. Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen mit der iiblichen
Ordnung <. Dies ist eine partielle Ordnung. Ferner ist inf X schlicht das Min-
imum aller Elemente aus X, supX (fiir endliches X)) stets das Maximum aller
Elemente aus X. Wir sehen hier auch gleich, dal Suprema unendlicher Mengen
nicht existieren miissen, selbst wenn Suprema aller endlichen Megen existieren;
denn M hat kein Supremum. (Es gibt keine gréfite natiirliche Zahl.)

Beispiel 2. Sei @ eine Menge. Dann ist C eine Verbandsordnung auf o(Q),
der Potenzmenge von Q. Ist ndmlich X = {Py, P»,..., P,}, so ist

infX = PiNPN...NP,
supX = PUP,U...UP,

Beispiel 3. Es sei M wieder die Menge der natiirlichen Zahlen. Dies-
mal betrachten wir die Ordnung |, die Teilbarkeitsrelation. m | n bedeutet,
da m n teilt. Dies ist eine partielle Ordnung und infX ist der ggT von X
(grofiter gemeinsamer Teiler) und supX das kgV von X (kleinstes gemeinsames
Vielfaches).

Es ist klar, dal wenn (P, <) eine Verbandsordnung ist und (@, <’} isomorph
zu (P, <), so ist auch (@, <’} eine Verbandsordnung.

Satz 0.3 Genau dann ist < eine Verbandsordnung auf M, falls Infima und
Suprema von zweielementigen Mengen existieren. Ist namlich X = {x1,x2,..., 2.},



SO

supX
inf X

Sup{n, SUp{Tn_r, . .., SUp{T2, 31} .. }}
inf{x,, inf{x,_1,...,inf{xs,21}...}}

Beweis. Die Behauptung folgt mittels Induktion aus folgenden zwei Tatsachen:
sup{z} = = und sup{z,supY'} = sup{z} UY. Ersteres ist leicht zu sehen. Wir
zeigen die zweite Behauptung. Sei w > sup{z,supY}. Dann ist u > x und
x > supY und so fir jedes y € Y: u > y. Daraus folgt sofort u > z fiir jedes
z € {x}UY, also u > sup{x}UY. Nun sei umgekehrt u > sup{z}UY. Dann ist
u >y fur jedes y € Y, also u > supY. Da auch u > z, so ist u > sup{z, supY}.
Dies zeigt, dal sup{z, supY'} = sup{z} UY. Analog fiir Infima. Q. E. D.

Satz 0.4 Es gelten folgende Gesetze

sup{z,sup{y,z}} = sup{sup{x,y},z} inf{x, inf{y, z}} inf{inf{z,y}, z}
sup{z,z} = =z inf{x, x} = =z
suplz,inf{z,y)} = @ inf{e, sup{zy}} = @

Beweis. Aus dem vorigen Satz folgt sup{z,sup{y,z}} = sup{x,y, 2z} sowie
sup{z, sup{x,y}} = sup{z,y, z}, und so ist das erste Gesetz bewiesen. Ebenso
das zweite Gesetz. Gewif ist sup{z,z} = sup{x} = x und inf{x, a2} = inf{z} =
x. Die letzten beiden Gesetze sieht man so. Es ist > inf{z,y}. Also ist
sup{zx,inf{z,y}} = x. Ferner ist z < sup{z,y} und so = inf{z, sup{z,y}}.
Q. E. D.

Satz 0.5 (Dualitatsprinzip) FEs sei 0 = (M, <) eine partielle Ordnung. Dann
ist auch IMP := (M,>) eine partielle Ordnung. Wir nennen IM°P die zu M
duale Ordnung. Ist ferner < eine Verbandsordnung auf M, so auch >.
Ferner ist

inf>X = sup.X

sups X = inf<X

Beweis. Ist x < z fir alle z, soauch x > z. Ist x > yund y > 2,0 z <y
und y < z, also z < x, was nichts anderes ist als x > z. Endlich sei x > y und
y > x. Dann x < y und y < z, und so £ = y. Nun zum zweiten Teil. Es sei
< eine Verbandsordnung. Sei ferner X eine endliche Teilmenge von M. Dann
existiert z := sup. X. Es sei u > « fiir alle x € X. Dann x < v fiir alle x € X.
Daraus folgt z < w. Also u > z. Dies bedeutet z = inf>X. Analog zeigt man
das zweite Gesetz. Q. E. D.

Definition 0.6 Es sei V eine nichtleere Menge und M und U zweistellige Op-
erationen auf V. Das Tripel (V,N, L) heifst Verband, falls folgende Gesetze
gelten fir alle x,y,z € V.

xMN(yNz) = (zNy)Nz xU(@yUz) = (zUy Uz
My = yllx Uy = yUz
Ml = rUx =
zMNylz) = =z zUynNz) = «



Satz 0.7 (1.) Es sei < eine Verbandsordnung auf M. Setze xUy := sup{x,y}
und x My = inf <{x,y}. Dann ist (M,N, 1) ein Verband. (2.) Es sei (V,1, L)
ein Verband. Setze v < y < x My = x. Dann ist x < y genau dann, wenn
xUy =y, und < ist eine Verbandsordnung auf V. Ferner ist sup{z,y} = Uy
und inf <{x,y} =xNy. -

Beweis. Der erste Teil ist klar wegen Satz 0.4. Nun zum zweiten Teil. Sei
xMy=2z. Dannist cUy = (xMy)Uy =yU (xMy) =y. Ebenso, ist zUy =y,
dann ist My =2MN(zUy) =2MN(yUz) =2 Dafl < eine Verbandsordnung
ist, siecht man so. Da x Mx = x, ist x < x. Ferner, sei x < y und y < z. Dann
istxMy=a2und yMz=y. Daraus folgt z Mz = (zMNy)Nz=zN(yMNz) =
xMy =2x. Also x < z. Schlielich sei z < y und y < z. Dann isr z My =z
und y Mz = y. Aber x My = yMxz; also x = y. Also ist < eine partielle
Ordnung. Es bleibt zu zeigen, dal < eine Verbandsordnung ist. Es geniigt, die
Existenz von Suprema und Infima zweielementiger Mengen nachzuweisen. Wir
behaupten nun, daf inf <{z,y} = My ist und sup{z,y} = xUy. Sei ndmlich
z>xzund z > y, also x Lz = 2z sowie y Uz = z. Dann ist z Uy < z, denn
(zUy)Uz=zU(yUz)=2Uz==2 Q.E.D.

Es besteht also eine eineindeutige Korrespondenz zwischen Verbandsordnun-
gen und Verbanden. Man mache sich dies anhand der Beispiele 1 — 3 klar. Wir
machen darauf aufmerksam, daf} folgendes gilt.

x> (yUz) gdw. z>yundx >z
x<(yMz) gdw. z<yundz <z

Ferner ist x < x Uy und « > x My, wie man leicht sieht. Auch niitzlich ist
folgendes Gesetz. Ist z <y, soxUz < yUz und Mz < ylz. Namlich, aus
x <y folgt x <ylz Ferneristjaz<yUz. Alsozlz <yUz. Analog zeigt
man, dal aus z < y folgt x Mz < yMz.

Satz 0.8 (Dualitétsprinzip) Es sei U = (V,M,U) ein Verband. Dann ist
auch 0 = (V,U, M) ein Verband. Wir nennen 0°P den 2u U dualen Ver-
band. Die Ordnung zu 0P ist die Duale Ordnung zu der Ordnung von 0.

Das Dualitatprinzip kann man wie folgt ausbeuten. Sei a eine Aussage iiber
Verbande. Es gehe a? aus a durch Austauschen von M und U, sowie < und
> hervor. Dann ist a°? in allen Verbanden giiltig genau dann wenn « in allen
Verbanden giiltig ist. Wir werden allerdings nicht naher prazisieren, was eine
Aussage iiber Verbénde ist. Dies sei eine jede sinvolle Aussage, welche aufer
logischen Symbolen noch M, U, < und > gebraucht. Zum Beweis mufi man
sich nur klarmachen, daf man eben (dank der Dualitdt) M wahlweise auch als
Ll interpretieren darf, nur mufl dann U als M und < als > interpretiert werden.
Wir geben ein Beispiel. Die Aussage

(Vzyz)((xNy)U(xzNz) <zN(yUz))
ist in allen Verbéanden giiltig. Daher ist auch die Aussage

(Veyz)((z Uy)M(zUz) > aU(yMz))



in allen Verbanden giiltig.

Definition 0.9 Es seien U = (V,M,U) und 9 = (W,1",1) Verbinde, und
h:V — W eine beliebige Abbildung. h heift Homomorphismus von U
nach 20, in Zeichen h : B — W, falls fir alle x,y € V gilt

h(x) " h(y)
h(z) L' h(y)

h(zMy)
h(z Uy)

h heit Isomorphismus, falls h bijektiv ist. h heiffit Endomorphis-
mus, falls 0 = W, und Automorphismus, falls h sowohl Endomorphis-
mus ist wie auch Isomorphismus.

Wir merken folgen Tatsache an.

Satz 0.10 Es seien U = (V,MN,U) und W = (W,1",1V') Verbinde und h : V —
W. Genau dann ist h ein Isomorphismus, wenn h ein Isomorphismus von (V, <)
auf (W, <') ist. U ist genau dann zu 2 isomorph, wenn (V,<) zu (W, <’)
isomorph ist.

Daher stellt man einen konkreten Verband niemals in Form von Operationstafeln
dar. Dies ist im allgemeinen namlich uniibersichtlich. Stattdessen gibt man den
Ordnungstyp des Verbands an.

I"Jbungen.

UBUNG 1. Es sei M eine Menge und II C p(M). II heifit Partition von M,
falls () @ € 11, (ii) fiir S, T € Ml und S # T gilt SNT = @, (iii) die Vereinigung
aller Mengen aus IT ist M. (Beispiel. {{a}, {b,d},{c, e, f}} ist eine Partition der
Menge {a,b,c,d,e, f}.) II heifit feiner als ¥, falls zu jeder Menge S € II eine
Menge T € ¥ existiert mit S C T'. Sei IT < 3 falls II feiner ist als 3. Sei II(M)
die Menge aller Partitionen auf M. Diese sind durch < partiell geordnet. (Dies
miissen Sie hier nicht zeigen.) Zeichnen Sie (II(M), <) fiir M = {1,2,3,4}.

UBUNG 2. Eine zweistellige Relation ~ heift symmetrisch, falls aus z ~ y
folgt y ~ z fiir alle ,y € M. ~ heiBt Aquivalenzrelation, falls ~ reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist. Sei A(M) die Menge der Aquivalenzrelationen
auf M. Zeigen Sie: (II(M), <) ist isomorph zu (A(M),C). Zeigen Sie so, dafl
(TII(M), <) eine partiell geordnete Menge ist. (Wer Lust hat, moge zeigen, dafl
(II(M), <) ein Verband ist und die zugehdrigen Operationen bestimmen. Es
winken Extrapunkte.) Hinweis. Ist II eine Partition, setze x ~p y gdw. ein
T e II existiert mit x,y € T. Ist umgekehrt ~ eine Aquivalenzrelation, so sei
] ={y:z~y} und U :={[z] : z € M}.

UBUNG 3. Es sei < eine partielle Ordnung auf M. < heiBt linear, falls fiir je
zwei Elemente x,y € M gilt x < y oder y < x. Zeigen Sie: eine lineare partielle
Ordnung ist eine Verbandsordnung.

UBUNG 4. Zeigen Sie, da in allen Verbéinden gilt
(Vzyz)((zNy)U(xNz) <zn(yUz))



UBUNG 5. Bestimmen Sie alle Automorphismen des folgenden Verbandes.

Teil 2. Verbande und Boolesche Algebren II. Distributive
Verbande

Ein Element = eines Verbandes (V,M, L)) heifit ein minimales Element oder
eine Null, falls < y fiir alle y € V. x heifit ein maximales Element oder
eine Eins, falls z > y fiir alle y € V. Es mufl weder eine Null noch eine Eins
geben; falls es sie gibt, sind sie jeweils eindeutig bestimmt. Man notiert die Null
mit 0 oder L, die Eins mit 1 oder T. Es gilt stets zM1 =2 und zU0 = z. Ist X
eine beliebige endliche Teilmenge von V', so sei [ 1X := inf X und | | X := supX.
Es ist leicht zu sehen, dafl in einem endlichen Verband [V eine Null und ||V
eine Eins ist. Hat U eine Eins, so setze inf() := 1; hat U eine Null, so setze
supd := 0.

Definition 0.11 Ein Verband heifit distributiv, falls fir alle x,y,z € V gilt

xM(yUz) = (zNy)U(xMNz)
xU(yNz) = (zUly)N(zUz)

Man kann zeigen, daf3 jeweils eine der beiden Forderungen die andere impliziert.
Wir wollen dies nicht tun. Wir geben stattdessen ein allgemeines Verfahren
an, wie man distributive Verbande basteln kann und zeigen anschliefend, daf3
man iiber dieses Verfahren zumindest alle endlichen distributiven Verbande
bekommt.

Beispiel 1. Es sei X eine Menge, und p(X) die Potenzmenge von X. Dann
ist (p(X),N,U) eine distributiver Verband. @ ist darin eine Null, X eine Eins.
Wir nennen dies den Teilerverband von n.

Beispiel 2. Es sei n eine natiirliche Zahl, und T'(n) die Menge der Teiler
von n. Dann ist (T'(n), g9T, kgV) ein distributiver Verband, mit 1 als Null (!)
und n als Eins. Man beachte, daf§ < y gilt gdw. x ein Teiler von y ist.

Beispiel 3. Es sei P = (P, <) eine partiell geordnete Menge. Ist S C P, so

setze
1S = {y:(Fres(y<a)}
1S = {y:(Bzedy=2)}

Ist S = |5, so heiit S nach unten abgeschlossen. Mit anderen Worten, ist
S =185, so folgt aus z € S und y < x, dafl auch y € S ist. Man kann nun leicht



zeigen, dafl der Schnitt und die Vereinigung zweier nach unten abgeschlossener
Mengen wieder nach unten abgeschlossen ist. Seien namlich S und 7" nach unten
abgeschlossen, x € SNT und y < x. Dann z € S, und so y € S, und es ist
x €T und so y € T. Ferner, falls xt € SUT, etwa z € S, und y < z, so ist
y €S, alsoy € SUT. Analog falls © € T. Sei L(3) die Menge der nach unten
abgeschlossenen Mengen. Dann ist Bb(P) := (L(P),N,U) ein distributiver
Verband.

Definition 0.12 Es sei G = (V,I1,U) ein Verband. x € V heifst U-trreduzibel
oder schlicht irreduzibel, falls x nicht <-minimal und aus x = y U z folgt
x =1y oder x = z. Dual heifit x N-trreduzibel, falls x nicht <-mazimal und
aus r =1y Mz folgt x =y oder x = z.

Zum Beispiel ist in dem Teilerverband von n eine Zahl irreduzibel, falls sie
die Potenz einer Primzahl ist. Denn sei k& = p™ fiir eine Primzahl p und eine
natiirliche Zahl m. Ist k ein Teiler von kgV{z,y}, so muB k entweder z oder y
teilen. Ist aber k = p™ - y fiir ein y # 1, welches nicht durch p teilbar ist, so
ist k = kgV{p™,y}, aber es ist k kein Teiler von p™ oder y. Also ist k nicht
irreduzibel.

Es sei U ein endlicher Verband. Sei Irr(U) die Menge der Irreduziblen
Elemente von 0. (Irr(Y), <) ist eine partiell geordnete Menge. Setze ((z) :=
{y € Irr(*Y) : y < x}. Dann ist {(x) eine nach unten abgeschlossene Menge in
(Ire(), <).

Hilfssatz 0.13 Es sei U ein distributiver Verband. Dann gilt

C(zUy) C(z) U(y)
Cxny) = ¢(z)Nd(y)

Beweis. Es sei u € {(x Uy). Dann ist u irreduzibel und v < z Uy. Daraus
folgt u=uMN(zUy) = (uMz)U (uMy), also ist u = uMz oder u = uMy. Daher
ist w < z oder u < y. Nach Definition heifit dies, dafl u € {(z) oder u € ((y).
Sei nun u € ¢(z) oder u € ((y). Dann u < z oder u < y, und so u < xUy. w ist
irreduzibel, also u € {(x Uy). Nun zur zweiten Behauptung. Sei u € {(z My),
also u < z My und w irreduzibel. Dann v < z und u < y und so u € {(x) sowie
u € ((y). Ist umgekehrt v € {(z) und u € ((y), so u < z und u < gy, woraus
u < x My folgt und schlieflich v € {(x My). Q. E. D.

Wir haben damit gezeigt, dafl x — ((z) ein Homomorphismus ist. Nun
wollen wir noch zeigen, daf} es eine bijektive Abbildung ist. Dazu sei zunéachst
M eine nach unten abgeschlossene Menge.

Hilfssatz 0.14 FEs sei M eine nach unten abgeschlossene Menge von irreduzi-
blen Elementen in einem distributiven Verband. Dann gilt M = ¢(|JM).

Beweis. Mit anderen Worten: fiir ein irreduzibles Element w ist v < | |M
genau dann, wenn v € M. Falls u € M, so ist sicher v < | JM. Sei daher
u<|JM. Dann ist wu = u MM = JuNy :y € M). Da u irreduzibel, ist
u=wuly fir ein y € M, also u < y. Nun ist M nach unten abgeschlossen und
u irreduzibel. Also u € M. Q. E. D.



Hilfssatz 0.15 FEs sei U ein endlicher Verband. Dann existiert fiir jedes x € V
eine nach unten abgeschlossene Menge M aus U—irreduziblen Elementen, sodaj3
x = | |M ist. Diese Menge ist eindeutig, und M = ((z).

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Eindeutigkeit. Sei z = | |M = | N, wo M
und N nach unten abgeschlossene Menge irreduzibler Elemente sind. Seiw € M.
Dann gilt v <, und so u < | JN. Alsou=uM (JN) =, en(uMy). Dawu
irreduzibel, existiert ein y € N mit v = u M y; daraus folgt v < y. Da N nach
unten abgeschlossen ist, ist w € N. Daher M C N. Ebenso zeigt man N C M.
Nun zeigen wir, dal @ = | |((z). Falls dies nicht der Fall ist, so ist > |_|{(x).
Sei y ein minimales Element mit der Eigenschaft, dal y £ | |((z), aber y < z.
Solch ein Element mufl es geben. Denn z hat diese Eigenschaft. Die Menge der
Elemente mit dieser Eigenschaft ist also nichtleer und endlich. Dann hat sie ein
kleinstes Element. Wir zeigen, daf y irreduzibel ist, woraus folgt y € ((z), im
Gegensatz zu unserer Annahme. Sei also y = 21 U 25. Dann ist 23 ﬁ ¢(z) oder
zo £ ((x). Sei etwa 21 £ ((x). Sicher ist z; < z. Nach Wahl von y ist also
z1 = y. Also ist y irreduzibel. Q. E. D.

Es 148t sich zeigen, dafl die Eindeutigkeit der Zerlegung ein Kriterium dafiir
ist, ob der Verband distributiv ist oder nicht. Denn sei x = | |[M = [ |N fiir
zwei verschiedene, nach unten abgeschlossene Mengen. Dann existiert oBdA ein
uwe€ M — N. Also ist v < [ JIV. Man kann leicht sehen, dafl N kein maximales
Element enthélt. (Denn dann ist 2 schon irreduzibel und dann mufl = € M sein,
woraus sogleich N C M folgt. Aber N C M kann nicht sein, denn daraus folgt
LJN < [ JM.) Also ist N = S1 U S, wo S1 und Sy jeweils nicht leer sind. Wir
konnen sogar annehmen, dafl S; und S; nach unten abgeschlossen sind. Setze
y:=]S; und z := | | S2. Dann ist

ulM(yUz)=ulNz=u

Angenommen,
(uMy)U(uldz)=u

Dann ist u My = u oder u Mz = u, da u irreduzibel. Sei etwa u My = u. Dann
u € S1, da S; nach unten abgeschlossen und u irreduzibel. Dies widerspricht
der Annahme, dal y ¢ N.

Als Anwendung betrachten wir noch einmal den Teilerverband von n. Ein
beliebiges Element ist eindeutig darstellbar als das kgV einer beziiglich Teil-
barkeit nach unten abgeschlossenen Menge von Primzahlpotenzen. Daraus folgt
unmittelbar die Eindeutigkeit der Zerlegung in Primfaktoren.

Satz 0.16 (Darstellungssatz fiir endliche Distributive Verbédnde) Es sei
¥ = (V,M,U) ein endlicher distributiver Verband, B = (Irr(V), <) die par-
tielle Ordnung der U—irreduziblen Elemente. Dann ist B isomorph zu Ub(P) :=
(L(B),N, V).

Beweis. Betrachte x — ((z). Diese Abbildung ist ein Homomorphismus (Hilfs-
satz 0.13). ( ist surjektiv wegen Hilfssatz 0.14 und injektiv wegen Hilfssatz 0.15.
Q. E. D.



Man beachte, dal man die Distributivitat im Wesentlichen fiir die Ein-
deutigkeit der Zerlegung braucht. Es ist ndmlich in allen endlichen Verbénden
jedes Element die Vereinigung irreduzibler Elemente, aber da diese Darstellung
nicht eindeutig ist, kann man daraus keinen Isomorphismus konstruieren (sonst
wére ja auch jeder endliche Verband distributiv — und das ist nicht der Fall).

Sei z ein Element und y derart, dafl y < x aber kein z existiert mit y <
z < x. Dann sagen wir, y sei ein unterer Nachbar von = und x sei oberer
Nachbar von y und schreiben y < . Wir folgern aus dem Darstellungssatz fiir
distributive Verbande ein handliches Kriterium.

Hilfssatz 0.17 FEs sei U ein endlicher distributiver Verband. Dann ist u <

genau dann, wenn ((u) C ((v). Ferner ist u < v genau dann, wenn ((v)
C(u)U{z} ist fiir ein irreduzibles x, welches nicht in ((u) ist.

I <

Beweis. Ist u < v, so ist jedes Element unterhalb von u auch unterhalb von v,
also ((u) C ¢(v). Ist umgekehrt ¢(u) C ¢(v), so ist u = [ |¢(u) < [ J¢(v) = v.
Nun sei ¢(v) = ((u) U {z} fir ein ¢ ((u). Dann ist gewil u < v. Falls
ein z existiert mit v < z < v, so ist ((u) € ¢(z) € ¢(v). Dies ist nicht
moglich. Also u < v. Sei umgekehrt v < v. Dann ist sicher ((u) C ((v). Sei
x minimal beziiglich < in der Menge ((v) — ((u). Dann ist ((u) U {z} nach
unten abgeschlossen. Denn ist p < r € ((u) U {z} ein irreduzibles Element, so
entweder r € ((u) oder r = . Im ersten Fall ist r € ((u), da letztere Menge
nach unten abgeschlossen ist. Im zweiten Fall ist entweder p < z und damit
p € ((u), da  minimal war und ((u) nach unten abgeschlossen. Oder aber
x =p, und so z € ((u) U {z}. Wir haben also {(u) C ((u) U {z} C {(v). Da
u <, gilt {(v) =((u) U{z}. Q.E.D.

Definition 0.18 FEs sei U ein Verband. Eine Folge F = (x; : 0 < i < n) heifst
Kette, falls fur alle t < m, x; unterer Nachbar von x;41. Daruber hinaus heifit
F auch Kette von zg nach z,. Sei x ein Element und n die grofite Zahl
— sofern sie existiert — derart, daf$ eine Kette (y; : 0 < i < n) existiert mat
yo =0, y, = x. Dann sagt man, = hat die Dimension n.

Satz 0.19 Es sei U ein distributiver Verband, x € V' ein Element mit Dimen-
sion n. Sei (y; : 0 < i < m) eine belicbige Kette mit yo = 0, Yy = x. Dann ist
m=n.

Der Beweis fiir diesen Satz ist eine Ubung. Man sagt, ein Verband ist ketten-
gleich, falls fiir je zwei Elemente x, y gilt: existiert eine Kette von x nach y der
Lange n, so hat jede Kette von x nach y die Lange n. Mit Hilfssatz 0.17 folgt
jetzt leicht:

Hilfssatz 0.20 Es sei U ein endlicher distributiver Verband. Dann gilt fir alle
zeV:
dimz = §¢(x) .

Ist ¥ ein Verband, so schreiben wir [z,y] := {z : + < z < y} und nennen dies
ein Intervall. Intervalle sind abgeschlossen unter LI und M und bilden somit
wiederum Verbande.



Satz 0.21 Es sei U ein distributiver Verband, und x, y beliebige Elemente.
Dann ist das Intervall [x My, x| isomorph zu dem Intervall [y, x Uy|. Fin Iso-
morphismus ist gegeben durch die Abbildung h : z — 2z Uy.

Beweis. Betrachte die Abbildung k : z — 2z M x. Wir behaupten: ko h ist die
Identitat auf [zMy, ] und hok die Identitét auf [y, zUy]. Dazusei My < z < a.
Dann ist (koh)(z)=(zUy)Nz=(zMNz)U(yMNa)=zU(zMy) = z. Sei jetzt
y <wu < zUy. Dann (hok)(u) = (uMNz)Uy = (uUy)N(zUy) = uM(zUy) = u. k
und h sind ordnungstreu, das heift, ist z < 2’ fiir z, 2’ € [Ny, z], so h(z) < h(z')
und ist u,u’ € [y, Uy, so folgt aus u < u' bereits k(u) < k(uw'). Ist nun
h(z) < h(z'), soist (ko h)(z) < (koh)(2'), also z < z’. Ist k(u) < k(u’), so ist
(hok)(u) < (hok)(u'), also u < u'. k und h sind also Ordnungsisomorphismen,
und daher Verbandsisomorphismen. Q. E. D.

Als letztes besprechen wir noch eine wichtige Konstruktion in der Alge-
bra, ndmlich das Produkt. Das Produkt zweier Verbiande wird wie folgt
definiert. (Wir setzen nicht voraus, dafl die Verbénde distributiv sind.) Seien
U = (V,N,U) und 2 = (W, 1,1V} Verbande. Seien (z1,y1), (z2,y2) € V x W.
Dann setze

(z1,91) M7 (x2,92) = (w1 N x2,41 17 y2)
(z1,y1) U (22,2) = (@1 Uxa, 1L y2)
Y x W := (V x W,1" U} ist ein Verband. Dies nachzurechnen, ist langwierig,

aber nicht schwer. Wir beweisen anstelle dessen folgenden Sachverhalt.

Hilfssatz 0.22 FEs seien U und 20 distributive Verbande. Dann ist U x 20 auch
ein distributiver Verband.

Beweis. Wir zeigen nur eines der beiden Gesetze (das andere ist ja dual dazu).

z1,y1) N (x2 Uzs, yo LV ys3)
x1 M (z2 Uxs),y1 M (y2 U y3))

(1,y1) " (w2, y2) U (w3,93)) = é
é(fl Mag) U (21 Ma3), (y1 M y2) U (y1 17 y3))
(

x1 M 3027y1 M yo) U (xq M3, y1 |_| y3>
<‘T1ay1> <332,y2>) o’ (<xlay1> <l‘3,y3>)

Q. E. D.

I"J'bungen

UBUNG 6. Seien P = (P, <) und Q = (Q, <) Ordnungen irreduzibler Elemente
von Y bzw. 20. Definiere die Summe B $ Q von P und Q wie folgt. Setze P&
Q:=(P+Q,<). P+Q :=Px{0}uQx{1}. Essei (z,i) <’ (y,j) genau dann,
wenn i = jund z < y. (Also: zwei Elemente sind vergleichbar genau dann, wenn
sie aus demselben Summanden stammen und dort vergleichbar sind.) Zeigen
Sie, dafl die Ordnung der irreduziblen Elemente von U x 20 die Summe der
Ordnungen der irreduziblen Elemente von B und von £ ist, also B & Q. Dh es
gilt
Vb(Y x W) = Vb(V) ¢ Vb(W)



UBUNG 7. Zeigen Sie, da ein linearer Verband distributiv ist.

UBUNG 8. Zeigen Sie: in einem endlichen Verband ist ein Element Li-irreduzibel
genau dann, wenn es genau einen unteren Nachbarn hat.

UBUNG 9. Priifen Sie, ob die folgenden Verbénde distributiv sind.

Hinweis. Verwenden Sie den Darstellungssatz. (Bei 5 Elementen wiirde der
Nachweis der Distributivitét bei blindem Ausrechnen das Priifen von 125 Mog-
lichkeiten erfordern!) Bestimmen Sie die irreduziblen Elemente und priifen Sie,
ob die iibrigen Elemente eindeutig durch nach unten abgeschlossene Menge
dargestellt werden konnen.

UBUNG 10. Beweisen Sie Satz 0.19.

Teil 3. Verbande und Boolesche Algebren III. Boolesche
Algebren

Ein Verband mit Null und Eins ist ein Tupel (V,0,1, 1,1}, wo (V,M, ) ein
Verband, 0 € V eine Null und 1 € V eine Eins ist. Ein Element € V heifit
ein Atom, falls es ein Nullelement gibt und y < = genau dann gilt, wenn y = 0
(also wenn z die Dimension 1 hat). Dual dazu sagt man, € V ist ein Coatom,
falls es eine Eins gibt und y > x nur dann gilt, wenn y = 1.

Definition 0.23 FEs sei U ein Verband mit Null und Eins und x € V. FEin
Element y € V heifit Komplement von x, falls t My =0 und z Uy = 1.

Ist y Komplement von z, so ist z auch Komplement von y. Komplemente muf}
es nicht geben, auch nicht, wenn der Verband distributiv ist. Zum Beispiel
hat in einem linearen Verband mit mehr als zwei Elementen kein Element ein
Komplement. Solche Verbéande sind aber distributiv. Trotzdem gilt folgender
Satz.

Hilfssatz 0.24 FEs sei U ein distributiver Verband mit Null und Eins. Sind y1
und ys Komplemente von x, so ist y1 = ya.
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Beweis. Esist y1 = y1 M1 =y M(xUy2) = (y1 Nz)U(y1 My2) = 0U(y1My2) =
y1 Mys. Also y1 < ys. Ebenso zeigt man yo < y1. Q. E. D.

Definition 0.25 Es sei B eine nichtleere Menge. B = (B,0,1,—,N,U) ist
eine Boolesche Algebra, falls 0,1 € B, — eine einstellige und N und U
zweistellige Funktionen sind derart, daf§ (B,0,1,N,U) ein distributiver Verband
mit Null und Fins ist, und fir jedes x € B —x ein Komplement von x ist.
Sei € = (C,0',1",—', ", U} eine Boolesche Algebra und h : B — C. h heifit
Homomorphismus, in Zeichen h : B — €, falls h(0) = 0', h(1) = 1/,
h(—z) = —'h(x), h(zxNy) = h(z) " h(y) und h(zUy) = h(x) U h(y) ist fir alle
x,y € B.

Wir ziehen ein paar Folgerungen aus dieser Definition.

Proposition 0.26 In einer Booleschen Algebra gelten folgende Gesetze.

rU—x = 1
rN—x = 0
—@wUy) = (-2)N(-y)
—(@@ny) = (-2)U(-y)

Die letzten beiden Gesetze heifien die de Morganschen Gesetze.

Beweis. Die ersten beiden Gesetze folgen unmittelbar aus den Definitionen.
Ferner ist x das Komplement von —z, und da Komplemente ja nunmehr ein-
deutig sind, ist — — x = =z. Fiir das vierte Gesetz mufl man zeigen, daf
(zUy)N((—z)N(-y)) =0 und (xUy)U((—z)N(—y)) = 1. Die erste Gleichung
ist unmittelbar klar: (z Uy)N((—z)N(—y)) = (N (—x)N(-y)U(yN(—z)N
(—y)) = 0U0 = 0. Fiir die zweite beachte, da§ (z Uy) U ((—z) N ((—y)) =
(zUyU(—2))N(xzUyU(—y)) = 1N1=1. Das fiinfte Gesetz ist dual, und wird
dual bewiesen. Q. E. D.

Aus dem Darstellungssatz fiir endliche distributive Verbande folgt nun ein
recht schoner Darstellungssatz fiir Boolesche Algebren. Da Boolesche Algebren
distributive Verbénde sind (wenn man die Null, die Eins und die Komplement-
funktion vergifit), so lassen sich die Elemente von endlichen Booleschen Alge-
bren als Mengen auffassen, und U ist die Vereinigung und N der Durchschnitt
(was wir durch die Notation bereits vorweggenommen haben). Da es immer eine
Null und eine Eins gibt miissen wir uns nur noch fragen, fiir welche distributiven
Verbande zu jedem Element ein Komplement existiert. Denn es gilt:

Hilfssatz 0.27 FEsseil¥ = (V,0,1,M,U) ein distributiver Verband, in dem jedes
Element ein Komplement hat. FEs sei — : V. — V die Funktion, die jedem
Element sein Komplement zuordnet. Dann ist (V,0,1,—,M,U) eine Boolesche
Algebra.

Der Beweis ist trivial: der Satz folgt schon aus der Definition.
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Hilfssatz 0.28 FEs sei U ein distributiver Verband und y ein Komplement von
x. Dann ist ((y) das relative Komplement von {(x) in Irr(0); das heifit, {(y) =
Irr(B) — ¢(x).

Beweis. Es gilt 0 = ¢(0 ) = ((:E Ny) = ((x) N {(y) sowie Irr(V) = ¢(1) =
((zUy) = ((x) U (z Q. E

Wir schreiben ) anstelle von Irr (W) — ((x).

Hilfssatz 0.29 FEs sei U ein endlicher distributiver Verband. Genau dann hat
jedes Element ein Komplement, wenn jedes U—irreduzible Element ein Atom ist.

Beweis. Zunéchst einmal ist jedes Atom irreduzibel. Es sei nun jedes irre-
duzible Element ein Atom. Dann ist jede Teilmenge von Irr(%0) nach unten
abgeschlossen. Betrachte die Abbildung (. Setze

o= L~ (@)

Dann ist zM—z = 0, denn {(zM—2) = {(x)N¢{(—z) = 0 = ¢(0), und zU—z =1,
daja ((z U —z) = {(x) U((—z) = Irr(V) = ¢(1). Nun existiere ein irreduzibles
Element u, welches kein Atom ist. Dann existiert ein Atom x < u. Die Menge

—((z) ist dann nicht nach unten abgeschlossen. Also hat x kein Komplement.
Q. E. D.

Definition 0.30 Es sei X eine Menge. Die Potenzmengenalgebra iiber
X st die Boolesche Algebra (p(X),0,1,—,N,U), bei der 0 =0, 1 =X, —A :=
X — A sowie N und U der Mengenschnitt bzw. die Vereinigung sind.

Satz 0.31 (Darstellungssatz fiir endliche Boolesche Algebren) FEs seiB
eine endliche Boolesche Algebra und X die Menge der Atome von 6. Dann ist
B isomorph zu der Potenzmengenalgebra tuber X.

Betrachte nun die Menge {0,1}. Setze <:= {(0,0),(0,1),(1,1)}. Dies ist eine
partielle Ordnung. Damit ist

0
1

Wir bezeichnen mit 2 die Algebra ({0,1},0,1,—,N,U). Diese Algebra spielt
eine wichtige Rolle im Aufbau von Booleschen Algebren.

U
0
1

= Oolo
— ==

1
0
1

=N
= oD
o OO

Hilfssatz 0.32 FEs sei 2" die Menge aller Folgen der Lange n von Elementen
aus {0,1}. Sei & < ¢ genau dann, wenn x; < y; fir alle i < n. Dann ist

Ny = (x;Ny;:1<i<n)
ZUY = (z;Uy;:1<i<mn)
-7 = (—z:1<i<n)

Diese Algebra ist das n—fache Produkt von 2 mit sich selbst.
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Satz 0.33 Es sei B eine endliche Boolesche Algebra. Dann ist B isomorph zu
dem n—fachen Produkt von 2, wobei n die Anzahl der Atome von B ist.

BeEwEIs. Es sei X die Menge der Atome von B. Sei X = {z1,22,...,2,}. Sei
y ein Element aus B. Sei f(y) = (ui(y) : 1 < i < n), wobei u;(y) = 1 falls
z; < y und 0 sonst. Es ist nicht schwer zu zeigen, dasl y < z genau dann,
wenn f(y) < f(z). Dies bedeutet, daf f ein Homomorphismus ist von 9B in die
Algebra 2 x 2 x ... 2. Jeder Folge @ entspricht das Element | J{z; : u; = 1), also
ist die Abbildung f surjektiv. Sie ist injektiv, da y = 2z genau dann, wenn fiir
jedes i < n gilt z; < y genau dann wenn x; < z; also ist dies gleichwertig mit

fy) =f(2). Q E.D.

I"J'bungen

UBUNG 11. Es sei 2" die Menge aller n-langen Folgen aus 0 und 1. Ist Z, 7 € 27,
so ist der Hammingabstand von # und ¢, dy (&, ), die Anzahl aller i < n
sodaB z; # y;. Zeigen Sie: die Dimension von Z ist gleich dg (0, T).

UBUNG 12. Es sei B = (B,0,1,—,N,U) eine Boolesche Algebra und = € B.
Sei B, :={y:x > y}. Zeigen Sie, da} (B,, <) die Ordnung einer Booleschen
Algebra ist. Bestimmen Sie die zugehorigen Operationen. Wir bezeichnen die
entstehende Boolesche Algebra mit 5.

UBUNG 13. Zeigen Sie, daBf die Abbildung y — y N2 ein Homomorphismus ist
von B auf B,.

UBUNG 14. Es seien U und 20 endliche Verbéinde und h : % — 20 ein Homo-
morphismus. Zeigen Sie, dal h~!(z) entweder leer ist oder ein Intervall in .

UBUNG 15. Ein Filter in einer Booleschen Algebra ist eine Menge F C B
derart, dal (1.) 1 € F, (2.) fallsz € F und « < y so auch y € F, und (3.)
sind z,y € F so auch t Ny € F. Zeigen Sie, daB fiir jeden Homomorphismus
h : B — € von Booleschen Algebren gilt: h~!(1) ist ein Filter.

Teil 4. Halbgruppen und Monoide

Es sei H eine nichtleere Menge und - : H x H — H eine Operation. - heifit
assoziativ, falls fiir alle z, y und 2z aus H gilt

r-(y-2)=(r-y) 2

Definition 0.34 FEin Paar (H,-), wo H eine nichtleere Menge und - eine zwei-
stellige assoziative Operation auf H ist, heifst eine Halbgruppe. Ist 1 €
H ein Element derart, dafi fir alle x € H gilt 1 -z = x -1 = x, so heifit
1 eine Eins, und das Tripel (H,1,-) eine Halbgruppe mit Eins oder
Monoid. (H,-) is kommutativ oder abelsch, falls fir je zwei Elemente
z,y € Hgilt x-y=y-x. Sind (H,-) ((H1,-)) und (K,®) (K,1,0)) zwei
Halbgruppen (Monoide) und h : H — K, so heift h Homomorphismus
von Halbgruppen (Monoiden), falls fir alle x,y € H gilt h(z -y) = h(x) © h(y)
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(bei Monoiden zusdtzlich h(1) = 1'). Wir schreiben h : (H,-) — (K, ®), falls h
Homomorphismus ist.

Hier sind Beispiele von Halbgruppen und Monoiden.

Beispiel 1. (N, 1,-) ist ein Monoid. Die Multiplikation ist assoziativ, und
lz=2-1=1.

Beispiel 2. (N,0,+) ist ein Monoid. Man beachte, da§ 0 hier technisch
gesehen die Rolle der Eins in der Halbgruppe spielt. Dies mag verwirrend
erscheinen, aber man gewohnt sich schnell daran. Es ist (N, +) eine Halbgruppe,
ebenso (N — {0}, +). Allerdings besitzt die letzte Halbgruppe keine Eins.

Beispiel 3. Betrachte eine nichtleere Menge A. Es sei A* die Menge aller
endlichen Folgen tiber A, die wir mit Vektorpfeil bezeichnen. Die Lénge von &
bezeichnen wir mit lg(Z). Sind Z,§ € A*, so sei Z-§ das Ergebnis der Anfiigung
von § an Z. Diese Operation nennt man Konkatenation. Das Paar (A*,-) ist
eine Halbgruppe. Wir bezeichnen die leere Folge mit €. Diese ist eine Eins, wie
man leicht nachpriift. Also ist (A*,e,-) ein Monoid.

Beispiel 4. Sei k eine natiirliche Zahl, A eine nichtleere Menge. Es sei
L(A, k) die Menge der Folgen der Lénge < k iiber A. Es bezeichne prf, (Z)
das Anfangsstiick von & der Léange k, falls # mindestens die Lange k hat, und
Z sonst. Nun definiere die Operation = durch &~y := prf,(Z - §). Wir wéahlen
A={a,b} und k = 2.

~ € a b aa ab ba bb
€ € a b aa ab ba bb
a a aa ab aa aa ab ab
b b ba bb ba ba bb bb
aa | aa aa aa aa aa aa aa
ab|ab ab ab ab ab ab ab
ba | ba ba ba ba ba ba ba
bb | bb bb bb bb bb bb bb

Die Halbgruppen bzw. Monoide von Beispiel 1 und 2 sind abelsch, die aus 3 und
4 sind es nicht, wie man leicht nachrechnet. Ein Homomorphismus h : & — 9
heifit Endomorphismus, falls & = §), Isomorphismus, falls h bijektiv ist,
und Automorphismus, falls A Isomorphimus und Endomorphismus ist.

Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen ist assoziativ. Man macht von
dieser Tatsache Gebrauch, wenn man bei Produkten auf die Klammern verzichtet,
indem man zB schreibt 7 -43 -2 - 8. Streng genommen bedeutet Assoziativitit
aber lediglich, daff man bei drei Multiplikanden auf die Klammern verzichten
kann. Es 18t sich aber zeigen, dafl daraus bereits folgt, dafl ein Produkt aus
beliebig vielen Zahlen stets das gleiche Ergebnis liefert, egal wie es geklammert
wird. Wir zeigen dies hier allgemein fiir Halbgruppen. Ist (H,-) eine Halb-
gruppe, so bilden wir wie folgt Terme iiber H. Ein Element x € H ist ein Term,;
sind s,t Terme, so auch (s-t). Zu einem Term assoziieren wir eine Zeichenkette
k(t) € H* wie folgt. Fiir x € H ist k(x) = x; ansonsten ist x((s-t)) = k(s)-&(t).
Mit anderen Worten, wir vergessen die Klammern. Terme kann man ‘ausrech-

)

nen’. Auf diese Weise bestimmt jeder Term ein Element aus H, das wir den
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Wert des Terms nennen. Der Wert von = € H ist schlicht x; der Wert von (s-t)
ist das Prodult u - v, wo u der Wert von s und v der Wert von ¢ ist. ZB ist der
Wert von ((2-4)-7) = (8-7) = 56.

Hilfssatz 0.35 FEs sei (H,-) eine Halbgruppe. Es seien s und t Terme tber H.
Falls k(s) = k(t), so haben s und t denselben Wert.

Beweis. Wir zeigen: mit Hilfe das Assoziativgesetzes 148t sich jeder Term nach
links klammern. Dies geschieht natiirlich unter Beibehaltung des Werts; denn
die Operation ist ja assoziativ auf H. Dabei heift ¢ nach links geklammert,
fallst = h € H oder t = (s-h) fiir ein h € H. Analog definiert man nach rechts
geklammert. Die Behauptung wird induktiv {iber die Lange der Zeichenkette
gezeigt. Fir Terme mit Zeichenketten der Linge < 2 ist nichts zu zeigen. Sei
s = (t-u) ein Term und gelte die Behauptung fiir alle Terme kleinerer Lénge als
s. Ist w =h € H, so ist der Term schon nach links geklammert. Sei dies also
nicht der Fall. Dann 148t sich ¢ nach links klammern zu einem Term ¢’ und u
1aBt sich nach rechts klammern zu einem Term h - u’. Es ist also s umformbar
in folgenden Term
(t - (h-u))

Einmalige Anwendung des Assoziativgesetzes erbringt

((t"-h)- ),

also wieder ein linksgeklammerter Term gefolgt von einem rechtsgeklammerten
Term. Ist u’' noch nicht von der Form h € H, so wiederholt man diese Operation.
Auf diese Weise erhilt man schliefflich einen linksgeklammerten Term. Analog
kann man einen rechtsgeklammerten Term bekommen. Q. E. D.

Definition 0.36 Es sei M = (M, 1,) ein Monoid und X C M. Ist1 € X
und X abgeschlossen unter - (das heifst x -y € X fir alle x,y € X ) so heifit
(X,1,-x) ein Untermonotid von M. Hierbei ist -x die Einschrinkung von -
auf X, welche normalerweise auch mit - bezeichnet wird. X erzeugt M, falls
das kleinste X enthaltende Untermonoid von MM genau I selbst ist.

Wir nehmen etwa das Monoid (N, 1,-). Die Menge der Zahlen, welche durch
eine gegebene Zahl n (etwa 14) teilbar sind, bilden zusammen mit der 1 ein
Untermonoid. Denn sind k; und ky durch 14 teilbar, so auch ki - k2, ebenso
wenn k1 = 1 oder ko = 1. Ist k1 = ko = 1, so ist das Produkt = 1. Ebenso bilden
die Worte tiber A der Lange > n, n gegeben, zusammen mit ¢ ein Untermonoid
von (A* e, ®).

Falls X 9 erzeugt, so kann man jedes Element von M als Produkt z; - x5 -
...z bekommen, wobei z; € X, 1 <14 < k. (Ausnahme ist 1. Dieses Element
muf sowieso in jedem Untermonoid enthalten sein.) Diese Tatsache ist leicht zu
zeigen. Wir benutzen sie fiir folgenden Satz.

Hilfssatz 0.37 Es seien 9 und N Monoide und 9 sei von X erzeugt. Seiv :
X — N irgendeine Abbildung. Dann existiert hochstens ein Homomorphismus
h:M—=Nmith| X =w.
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Beweis. Sei M = (M,1,®) und N = (N,1',@'). Es seien h,k : M — N
Homomorphismen und h | X =k | X. Sei m € M. Ist m = 1, so ist h(1) =

k(1) =1'. Sei also m # 1. Dann existiert eine Darstellung m = 21 - 23 - ...« &.
Dann ist
h(m) = h(l‘l) o} h(ajg) oL h(xk) =
= k(z1) @ k(z2) @ ...0" k(zx) = k(m)

Q. E. D.

Definition 0.38 Es sei MM := (M, 1,-) ein Monoid, und X C M eine Teil-
menge. Wir sagen, M wird als Monoid von X frei erzeugt, falls fiir jedes
Monoid t = (N, 1’,®) und jede Abbildung v : X — N genau ein Homomorphis-
mus h : M — N existiert, fir den h | X = v. h heift der v fortsetzende
Homomorphismus und wird mit v bezeichnet.

Satz 0.39 Das Monoid 2 = (A*,e,-) wird von A frei erzeugt.

Beweis. Sei 91 = (N,1,®) ein Monoid und v : A — N. Es gibt wegen
Hilfssatz 0.37 hochstens einen Homomorphismus, welcher v fortsetzt, denn 2
wird von A erzeugt. Dieser Homomorphismus wird definiert tiber die Lange der
Folge. Sei & von der Linge 0, Dann # = ¢ und so v(Z) = 1. Ist Ig(Z) = 1, so ist
Z € A und (%) = v(¥). Nun sei Ig(Z) > 1. Dann ist £ = - ¢ fiir ein ¢ € A.
Setze 7(Z) := U(¥) © v(c). Keine andere Wahl ist méglich. Sei v auf diese Weise
definiert. Es bleibt zu zeigen, dal ¥ ein Homomorphismus ist. Dazu betrachte
man Z-j. Dies ist von der Form z12s2 ... Zm¥1y2 . - . Yn. 0(Z-7) ist daher von der
Form v(z1) @ v(z2) ®...0v(xm) Ov(y1) ©v(y2) ©®... 0 v(y,). Da ® assoziativ
ist, ist dies nichts anderes als 7(Z) ® v(g). Q. E. D.

Satz 0.40 Es seien MM = (M,1,-) und M = (N,1',®) Monoide und X C M
sowie Y C N Mengen gleicher Mdchtigkeit. Es sei MM von X und N von'Y frei
erzeugt. Dann ist MM isomorph zu N.

Beweis. Da X und Y gleichméchtig sind, existiert eine bijektive Abbildung
v:X — Y. Setze w := v~!. wist auch bijektiv. Ferner ist vow =1y : Y — Y :
y — ysowie wov = 1x : X — X : x — x. Nach Voraussetzung iiber I existiert
genau ein Homomorphimus vow : 9 — M. Einen Homomorphismus kénnen
wir angeben, namlich die Identitat auf N. Daher ist vow = 1. Ebenso ist die
Identitdt ein Homomorphismus auf 9t und setzt w o v fort. Also wowv = 1.
Nun betrachten wir die Abbildung ¥ o w. Diese ist ein Homomorphismus und
vow [ Y = 1y. Daher ist v ow = 1. Ebenso zeigt man, dafl w ow = 1, ist.
Also existieren bijektive Homomorphismen zwischen 9t und N, die zueinander
invers sind. Daher ist 99T = M. Q. E. D.

Dies zeigt in Verbindung mit Satz 0.39, dafl die Monoide bestehend aus
den Worten iiber einem Alphabet bis auf Isomorphie die einzigen frei erzeugten
Monoide sind. Ferner kommt es bei dem Alphabet nur auf seine Méachtigkeit
an.

Zum Schluf} erwahnen wir noch eine Konstruktion, welche uns schon bei den
Verbanden begegnet, ist.
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Definition 0.41 Es seien MM = (M, 1,-) und Mt = (N, 1’,.") Monoide. Dann ist
das Produkt von I und N, M x N, definiert durch

M x N:= (M x N,1”,.")

wobei 1" :=(1,1"y € M x N und

(z1,91) " (@2, 92) = (21 - 22,51 " Y2)
Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl die so definierte Struktur ein Monoid ist.
Analog definiert man das Produkt von Halbgruppen.

Definition 0.42 FEine Halbgruppe hat die eindeutige Kiurzungseigen-
schaft, falls jede Gleichung x-g = h bzw. g-y = h eine eindeutig bestimmte
Losung fiir x und y hat, fir jedes g,h € H.

Eine Halbgruppe mit eindeutiger Kiirzungseigenschaft heifit auch lateinisches
Quadrat. Es ist zum Beispiel (A*,-) ein lateinisches Quadrat. Die Halbgruppe
aus Beispiel 4 ist dagegen kein lateinisches Quadrat. Denn es ist aa~ab =
aa~bb, aber ab # bb.

Definition 0.43 Es sei (H,1,-) ein Monoid. y heifst linksinvers zu x, falls
y-x =1, und rechtsinvers zu z, falls x -y = 1.

Hilfssatz 0.44 FEs sei ) ein Monoid. Genau dann ist y linksinvers zu x, wenn
x rechtsinvers zu y ist. Ist y1 linksinvers zu x1, yo linksinvers zu xa, so ist ys -1
linksinvers zu x1 - .

Satz 0.45 Genau dann hat ein Monoid die eindeutige Kurzungseigenschaft,
wenn es zu jedem FElement eindeutig bestimmite linksinverse und eindeutig bes-
timmte rechtsinverse Elemente gibt.

Definition 0.46 Eine Struktur & = (G,1,71 ) heifit Gruppe, falls (G,1,)
ein Monoid ist und =1 sowohl linksinvers als auch rechtsinvers ist zu x.

In einer Gruppe gelten also folgende Gesetze

r-(y-z) = (z-y)z
z-1 = =z
1-x = =z
(x-y)™t = y ot
rox! =1
oz = 1

1

Das vierte Gesetz folgt unmittelbar aus der Tatsache, dal y ! - 2~ ! linksinvers

ist zu z - y und daf (links)inverse Elemente eindeutig sind:

Hilfssatz 0.47 Jede Gruppe hat die eindeutige Kirzungseigenschaft. Insbeson-
dere hat jedes Element genau ein linksinverses Element und genau ein rechtsin-
verses Element, und diese sind gleich.

17



Der Beweis ist als Ubung iiberlassen.

Hilfssatz 0.48 FEs sei $ ein Halbgruppe. Es besitze $ eine Eins, und es ex-
istiere fiir jedes x ein Element y mit x -y = y-x = 1. Setze dann ! := y.
Dann ist (H,1,7%,-) eine Gruppe.

Viele Autoren reden von einer Halbgruppe (H, -) als einer Gruppe, falls sie die in
dem Hilfssatz 0.48 aufgefithrten Bedingungen erfiillt. Denn dann kann man ja
solche Operationen hinzufiigen, dafl aus der Halbgruppe eine Gruppe in obigem
Sinne wird. Dennoch sind die Begriffe technisch verschieden. Deshalb ist es
besser, eine Halbgruppe gruppenartig zu nennen, wenn sie eine Eins besitzt und
zu jedem Element z ein y existiert, das sowohl links— wie rechtsinvers ist zu .

I"Jbungen
UBUNG 16. Zeigen Sie, daf ({1,2,3},-) eine Halbgruppe ist mit
- 11 2 3
111 2 3
212 3 3
313 3 3

Gibt es eine Eins?

UBUNG 17. Es sei auf einer Menge G die folgende zweistellige Operation erklért:
xoy:=x. Ist (G, o) eine Halbgruppe? Ferner: sei (G, ®) eine Halbgruppe und
1 ¢ G. Definiere o durch zoy =2 @y, falls x,y € G, lox:=xund z o1 = x.
Ist (GU{1},1,0) ein Monoid?

UBUNG 18. Es sei A = {a,b} und B D A ein endliches Alphabet. Zeigen Sie:
das von B frei erzeugte Monoid §ar(B) 148t sich in das von A frei erzeugte
Monoid Fps(A) einbetten. Dies bedeutet nichts weiter, als daf es einen injek-
tiven Homorphismus von §(B) — §am(A) gibt. Hinweis. Den Homomorphis-
mus mufl man nur auf den Erzeugern, also den Elementen von B, festlegen. Man
braucht also nur eine Zuordnung ¢ : B — A* derart, daf} zu je zwei Worten
iiber B das ¢—Bild jeweils verschieden ist. Die Motivation hinter dieser Aufgabe
ist die folgende. Verschiedene Sprachen benutzen verschiedene Alphabete, das
Chinesische benutzt ein Alphabet aus mehreren Tausend Zeichen, européische
Sprachen Alphabete in der Gréfenordnung von 50 bis 100 Zeichen. Das Morseal-
phabet benutzt 3 (!) Zeichen, Computer nur zwei. Trotzdem kann man alles,
was in einem Alphabet notiert werden kann, auch in einem beliebigen anderen
Alphabet notieren.

UBUNG 19. Es sei k eine natiirliche Zahl. Definiere m®rn = k falls m+n > k,
und m @y n :=m+n sonst. Zeige: ({0,1,2,...,k},0,D) ist eine Halbgruppe.

UBUNG 20. Zeigen Sie Hilfssatz 0.47.
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Teil 5. Kombinatorik I. Binomialkoeffizienten.

Es sei M eine beliebige Menge. Dann bezeichnen wir mit M die Anzahl der
Elemente von M, genannt die Machtigkeit von M. Im Folgenden setzen wir
stets voraus, dafl Mengen endlich sind. Dann ist die Méchtigkeit eine natiirliche
Zahl. 0 ist eine natiirliche Zahl, und es gibt genau eine Menge M mit M =
0, ndmlich die leere Menge, bezeichnet mit . Wir betrachten nun ein paar
Konstruktionen aus der Mengenlehre und schauen nach, wie sich die Anzahlen
der konstruierten Mengen bestimmen. Zunéchst ein Satz, der sich unmittelbar
aus den Definitionen ergibt.

Hilfssatz 0.49 Es seien M und N endliche Mengen. Genau dann ist M =
EN, wenn eine bijektive Abbildung f : M — N existiert.

Satz 0.50 FEs seien M und N endlich Mengen. Dann ist
H(MUN)=4M + 4N — (M NN)
Ist insbesondere M disjunkt zu N, so ist
f(MUN)=4M + N

Satz 0.51 Es seien M;, 1 < i <mn, Mengen. Dann ist
H(My x My x ... x M) = [ [ #M
i=1

Satz 0.52 Es seien M und N endliche Mengen, m = §tM, n := §N. Es
bezeichne NM die Menge aller Funktionen von M nach N. Dann ist

gNM = pm

Beweis. Es sei M = {z1,22,..., 2y }. Einer Funktion f: M — N ordnen wir
die Folge ®(f) := (f(x1), f(z2),..., f(xm)) zu. Diese Zuordnung ist bijektiv.
®: N — NxNx...x N (m-mal). Also ist nach Satz 0.51 fNM =[[", n =
n™. Q. E. D.

Wir wollen nun als erstes ein nicht so einfaches Problem betrachten, welches
in vielen verschiedenen Gewéndern auftritt. Einige dquivalente Formulierungen
wollen wir auch angeben, bevor wir daran gehen, diese Zahlen durch explizite
Formeln zu bestimmen. Es sei M eine endliche Menge und k eine natiirliche
Zahl. Dann bezeichne (IZI) die Menge der k—elementigen Teilmengen von M.
Wir interessieren uns fiir die Anzahl der Elemente der Menge (I,:I), also der
Anzahl der k—elementigen Teilmengen von M. Falls M = n, so sei diese Anzahl
mit (Z) bezeichnet. Es ist klar, dafl diese Anzahl nur von M abhéngt. Bevor
wir also zur Bestimmung von (Z) iibergehen, wollen wir uns Anzahlprobleme
ansehen, welche auch zu den Zahlen (Z) fiihren.

Problem 1. Es sei B eine Boolesche Algebra. Sei d(B, k) die Anzahl der
Elemente der Dimension k in 8. Nach dem Darstellungssatz fiir endliche Boo-
lesche Algebren konnen wir annehmen, B sei die Potenzmengenalgebra einer
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Menge X. Die Elemente von B sind die Teilmengen X; die irreduziblen Ele-
mente sind die Atome, dh die Mengen der Form {z}, x € X. Die Dimension
von Y C X ist genau die Anzahl der Atome unterhalb von Y, und dies ist nichs
anderes als die Anzahl der Elemente von Y. Die Elemente von B der Dimension
k entsprechen somit eineindeutig den k—elementigen Teilmengen von X. Sei nun
n :=$X. Dann ist also d(B,k) = (}).

Problem 2. Es sei m(n, k) die Anzahl aller Folgen der Lange n iiber {a, b},
welche a genau k mal enthalten. Wir betrachten die Abbildung X, welche
der Folge F = x5 ...x, die Menge X (F) := {i : ; = a} zuordnet. Es ist
X(F) € {1,2,...,n}. X ist bijektiv. Genau dann kommt @ in F' k—mal vor,
wenn X (F) = k. Also haben wir eine Bijektion zwischen den Folgen, welche a
k—mal enthalten und den Teilmengen von {1,2,...,n} der Méchtigkeit k. Also
ist m(n, k) = (}).

Problem 3. Der Term (z + y)" kann in eine Summe von Termen der Form
a(n, k)z*y"* zerlegt werden, wobei 0 < k < n. Allgemein bekannt ist der Fall
n=2 (z+y)?=2%+2ry+y% Also a(2,0) =1, a(2,1) = 2 und a(2,2) = 1.
Wir fragen nach den Zahlen a(n,k). Dazu iiberlegen wir wie folgt. Offen-
sichtlich kann man (x + y)™ stur ausmultiplizieren; dann entsteht eine Summe
von Termen der Form wujus...u,, wobei u; = x oder u; = y. Wir nennen
dies einen Elementarsummanden von (z + y)". Jeder Elementarsummand
kommt in dieser Summe genau einmal dran. Da beim Multiplieren die Reihen-
folge unerheblich ist, kénnen wir einen Elementarsummanden umschreiben in
xFy" =k fiir ein k < n. Dabei ist k gerade die Anzahl aller i fiir die u; = z. Um
also die Zahl a(n, k) zu finden, miissen wir letztlich nur wissen, wie viele Folgen
U = uwjusy ... uy, es gibt, in denen x genau k mal auftritt. Also ist nach dem
vorigen Problem a(n, k) = (}).

Problem 4. Es sei ein Gitter von Punkten der Ebene gegeben. Es bestehe
aus den Punkten (i,7), wo 0 < ¢ < mund 0 < j < n. Ein Weg der Liange
k in dem Gitter ist eine Folge von Punkten Py, Py, Ps,..., Py, wo P;;1 jeweils
Nachbar von P; ist. Der Abstand zwischen zwei Punkten P und @ des Gitters,
d(P, Q)ist das kleinste k derart, dafl ein Weg von P nach @ der Léange k existiert.
Ist P = (p1,p2) und Q = (q1,q2), so ist d(P,Q) = [p1 — q2| + [p2 — qa2| Es
interessiert uns die Anzahl der kiirzesten Wege zwischen P und (. Wir nennen
sie w(m,n). Das folgende Bild zeigt eine kiirzesten Weg von (0, 0) nach (3,2),
namlich

(0,0),(1,0),(1,1),(2,1),(3,1),(3,2)

(3,2)

(0,0)

20



(Eine Anwendung: der Stadtplan vieler amerikanischer Stiddte entspricht einem
solchen Gitter. Um von einer beliebigen Kreuzung zu einer anderen zu gelanden,
kann man nur entlang des Gitters laufen. Der Abstand wie oben definiert ist
gerade die sogennante Taximetrik, sofern das Gitter aus quadratischen Zellen
besteht. Denn dieser Abstand bestimmt ziemlich genau die Rechnung, die man
fiirs Taxi bezahlen muf...) Man kann sich iiberlegen, daf es reicht, wenn man
P = (0,0) wéhlt, und @ = (m,n). Der Abstand ist gerade m + n. Ein
kiirzester Weg W = (P, P, Py, ..., Pyym) geht dann immer nach rechts oder
oben, niemals nach links oder unten. Das bedeutet, daf wenn P; = (p;, ¢;) ist,
soist Piy1 = (pi +1,¢) oder Py = (pi,qi + 1). Einem solchen Weg ordnen
wir eine Folge O(W) = (n; : 1 < i < m + n) der Ladnge m +n zu, wo 1; = o
falls P, = (pi—1 + 1,qi—1) und n; = r, falls P, = (p;—1,¢i—1 + 1). Die Vorschrift
W +— O(W) definiert eine Bijektion zwischen den kiirzesten Wegen von (0, 0)
nach (m,n) und den n + m-langen Folgen iiber {o,r}, welche genau n mal o
enthalten. Also ist w(m,n) = ("™").

Gehen wir nun zu der Bestimmung von (Z) iiber. Dazu zunachst noch ein
neues Zahlprinzip. Es sei M eine Menge und II C (M) — {0} eine Menge
von Teilmengen von M. II heifit Partition von M, falls jedes Element von M
in genau einer Menge von II liegt. Ist II = {Py, P,..., Py}, so ist natiirlich
tM = Zle #P;. Der besondere Fall, wo alle P; die gleiche Machtigkeit haben,
ist besonders hervorhebenswert.

Hilfssatz 0.53 Es sei M eine Menge und II C (M) eine Partition von M,
bei der alle Mengen die gleiche Mdchtigkeit p haben. Dann ist $M = p - §I1.

Wir wéhlen nun als M die Menge aller Folgen der Lange k£ von Elementen aus
N, wobei kein Element wiederholt werden darf. Es habe N die Machtigkeit n.
Dann gibt es genau

nEi=n-n—1)-...-(n—k+1)

Elemente in M. Zu jeder Folge F' = (21,22, ..., zx) sel p(F) := {1, 22, ..., 2%}
Da F kein Element wiederholt, ist #u(F) = k. Betrachte nun zu jeder k—
elementigen Teilmenge X von N die Menge ®(X) := {F : u(F) = X}. Dann
ist das System
IMI:={®(X): X C N, X =k}

eine Partition von M. Ferner hat jedes ®(X) die gleiche Anzahl Elemente,
namlich kE. Fiir letzteren Ausdruck iiberlegt man sich, da er gleich k! ist.
Nach dem Hilfssatz 0.53 ergibt sich nun

Satz 0.54

I"Jbungen

UBUNG 21. Ein Lottoziehung ist eine Ziehung von 6 Zahlen aus 49. Wie viele
verschiedene Ziehungen gibt es? Angenommen, man darf 7 Zahlen tippen. Wie
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hoch ist die Wahrscheinlichkeit, 6 bzw. 5 bzw. 4 richtige Zahlen getippt zu
haben? (Hier ist Wahrscheinlichkeit die Anzahl der gewiinschten Ergebnisse
geteilt durch die Anzahl aller moglichen Ergebnisse.)

UBUNG 22. In einem Verband bezeichne d(z) die Dimension des Elementes z.
Man beweise folgende Dimensionsformel fiir distributive Verbande.

d(zNy)+d(zUy) =d(x) + d(y)
Hinweis. Bedienen Sie sich der Tatsache, da d(z) = #¢(z).

UBUNG 23. Wir betrachten eine Abstimmung, an der genau n Personen beteiligt
sind; es wird ferner nur iiber eine Sache abgestimmt, und man darf nur mit
‘ja’ oder ‘nein’ stimmen. (Es gibt also keine Enthaltungen.) Ergebnisse der
Abstimmung sind: ‘ja’, ‘nein’, ‘unentschieden’. Wie stark ist das Gewicht
einer einzelnen Stimme? Intuitiv wiirde man sagen, das Gewicht sei 1/n. Ein
amerikanischer Richter namens Banzhaff wollte es genauer wissen. Er definierte
das Gewicht einer Stimme als die Anzahl der Situationen, in der diese eine
Stimme den Ausschlag gibt geteilt durch die Anzahl aller moéglichen Situatio-
nen. Man stellt sich dabei vor, dafl zunachst alle anderen Personen abstimmen
und bekommt ein Ergebnis F. Dann wirft man seine Stimme in den Ring und
bekommt das endgiiltige Ergebnis E’. Wenn E’ # E, so hat die eigene Stimme
den Ausschlag gegeben. Man nennt das so definierte Gewicht den Banzhaff—
Index. Wir notieren ihn bz(n). Wie grof} ist bz(7)? Was 148t sich in Bezug
auf die naive Hypothese sagen? Wenn Sie konnen, geben Sie eine Formel fiir
bz(n) an. Hinweis. Man wird nicht umhin kommen, in der Formel fiir bz(n)
zwischen geraden n und ungeraden n zu unterscheiden. Dies spiegelt sich im
Ubrigen auch in der Art der Ergebnisse E und E’ wider.

UBUNG 24. An einem Bridgeturnier nehmen 4n Personen teil, die an n Tischen
spielen. Jeder Spieler benotigt einen Partner, und jedes Paar Spieler benotigt
ein weiteres Paar als Gegner. Eine Konfiguration ist eine Einteilung von Spie-
lern in Gruppen bestehend aus zwei Paaren. Wie viele Konfigurationen gibt es?

UBUNG 25. In einem Haus wohnen Autobesitzer, die zusammen a Autos be-
sitzen, und es gibt genau p Parkplidtze. Auf wie viele Weisen kénnen die Au-
tobesitzer ihre Autos auf die Parkplédtze stellen? Anmerkung. Wir nehmen an,
daB die groBtmogliche Anzahl Autos auf die Stellpliatze geparkt wird. Ist p > a,
so werden alle Autos geparkt. Falls aber p < a, so miissen einige Autos halt
woanders geparkt werden ...

Teil 6. Kombinatorik II. Permutationen.

Es sei im Folgenden stets N = {1,2,...,n}. Eine bijektive Abbildung von
N auf sich heifit eine Permutation. Permutationen spielen in der gesamten
Mathematik eine wichtige Rolle. Sind 7 und p Permutationen, so auch m o p,
definiert durch (7o p)(z) := 7(p(x)). (Man beachte also, daf} erst p und dann =
angewendet wird.) Ferner ist 7! eine Permutation, wobei 7~ !(z) = y, fiir das
eindeutig bestimmte y mit m(y) = x. Schlieflich ist die Identitdzsabbildung,
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bezeichent mit idy, eine Permutation auf N. Die Permutationen bilden mit
diesen Operationen eine Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe. Dies
kann man leicht nachrechnen.

Eine Permutation von N kénnen wir notieren, indem wir fiir jedes Element
einzeln das Bild angeben. Sei etwa 7 eine Permutation, so schreiben wir

1 2 . n
< (1) «(2) ... 7w(n) >
Daraus leitet man leicht ab, dal es genau n! Permutationen auf N gibt, wenn
N genau n Elemente enthalt. Denn jede Permutation ist eindeutig durch die
untere Zeile bestimmt. Diese ist eine Folge der Lange n, in der kein Element
doppelt auftritt. Davon gibt es genau n! Stiick.

Bequemer als die eben gezeigte Darstellung ist die sogenannte Zyklenschreib-
weise, die wir jetzt entwickeln wollen.

Definition 0.55 Es seim: N — N eine Permutation. M C N heifit unter
7 abgeschlossen, falls fiir alle x € M gilt 7(z) € M. Ein Orbit oder eine
Bahn von 7 ist eine kleinste Menge M C N, die unter m abgeschlossen ist.
Ist x € M, so heifst M der Orbit oder die Bahn von z unter . tM
heifit die Lange des Orbits M.

Ist M ein Orbit der Lange k und x € M, so bekommt man M, indem man alle
Elemente der Form 7%(z), 0 < i < k, bestimmt.

Satz 0.56 Es sei m : N — N eine Permutation und M ein Orbit von w der
Linge k. Sei schlieflich x € M beliebig gewdhlt. Dann ist stets M = {r*(x) :
0 < i< k}. Jedes Element ist in einem Orbit von 7 enthalten.

Beweis. Sei x € M. Da M unter 7 abgeschlossen ist, mufl m(z) € M sein.
Aus dem gleichen Grund ist 7%(z) € M, 73(x) € M und so weiter. Da die
Miichtigkeit von M genau k ist, existiert ein i < k mit 7%(z) = 7i(x). Ist nun
i >0, so gilt 7¥~1(x) = 7*~!(z), da 7 bijektiv ist. Es gibt also ein n < k mit
7"(x) = z. Also ist {7’(z) : 0 < i < n} unter m abgeschlossen. Ist n < k, so
ist M nicht die kleinste unter m abgeschlossene Menge, also kein Orbit. Daher
ist n =k und so M = {r’(z) : 0 <i < k}. Fiir die zweite Behauptung wihle
ein x € N und betrachte die Menge aller 7™ (x), m € N. Dies ist unter 7
abgeschlossen, und die kleinste unter w abgeschlossene Menge. Q. E. D.

Fiir eine beliebige Permutation 7 zerfallt also IV in eine Partition von Orbits.
Um eine Permutation festzulegen, geniigt nicht die Angabe der Orbits. Man
mufl auch wissen, wie m auf den Orbits operiert. Die Einschrénkung von =
auf einen Orbit nennen wir einen Zyklus. Einen Zyklus gibt man an, indem
man ein beliebiges Element x € M herausgreift und eine Liste der Elemente
x,m(z), 7%(z), ... angibt. Ein Zyklus wird wie folgt notiert:

(z,7(z), 7 (x),..., 7" ().

Dann ist klar, da8 x auf 7(z), n(z) auf 7%(z) geworfen wird — und so weiter.

Ein Beispiel.
1 2 3 45 6 7 8
5 7 3 2 8 1 4 6
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Diese Permutation besitzt die Orbits {1,5, 6,8}, {2,4,7} und {3}. Wir notieren
m also durch
(1586)(247)(3)

Dies bedeutet nach dem eben Gesagten, dafl w 2 auf 4, 4 auf 7 und 7 auf 2
wirft; da8 3 auf 3, 1 auf 5, 5 auf 8, 8 auf 6 und schliefllich 6 auf 1 wirft. Diese
Darstellung ist eindeutig. Wenn die Menge N feststeht, kann man auf Zyklen
der Léange 1 verzichten. Deshalb schreibt man die obenstehende Permutation
auch

(1586)(247)

Wir sagen nun, eine Folge F' = (x1,x9,...,x)) heifit ein Zyklus der Lange
k, falls x; # x; fir alle 1 <4 < j < k. Ebenso nennen wir diejenige Abbil-
dung 7 einen Zyklus welche definiert ist durch np : x; — x;41, 1 <@ < k,
T T — x1, und mp @y — y, falls y in F nicht vorkommt. Schliellich
sei § := {F1, Fs,...,F.} eine Menge von Folgen, von denen je zwei kein Ele-
ment gemeinsam haben. Diese bestimmen eine Permutation g := 7p, o7p, 0

.omp,. (In unserem Beispiel ist also § = {(1,5,8,6),(2,4,7)} oder auch
{(1,5,8,6),(2,4,7),(3)}. Es gibt allerdings noch mehr Mdoglichkeiten fiir §.)
Diese Abbildung kann man auch wie folgt angeben. 7z : & — 7p(x), falls « in
F vorkommt, und 73 : y — y sonst. Das Produkt hangt nicht von der Reihen-
folge ab. Dies kann man direkt durch Nachrechnen bestétigen. Dazu nehme
man ein beliebiges Element x. Falls x nicht in einem der Zyklen auftritt, so
ist mz(x) = x. Ferner ist 7p, (x) = « fiir alle F}, in denen z nicht auftritt. Sei
x € Fj. Dannist 73(z) = 7p,; (), da auch g, (z) € Fj und deswegen 7p, (z) = =
fiir alle ¢ £ j. Dieses Argument l&83t sich verallgemeinern.

Definition 0.57 Es sei f : N — N eine Abbildung. x* € N heifit Fixpunkt
von f, falls f(x) = x. Wir bezeichnen mit Fix(w) die Menge aller Fizpunkte
von .

Klar ist, dal « genau dann Fixpunkt einer Permutation ist, wenn {z} ein Orbit
ist. In der verkiirzten Zyklendarstellung 143t man also die Angabe der Fixpunkte
fallen.

Hilfssatz 0.58 Fs sei w eine Permutation auf N. Dann ist sowohl Fix(r) als
auch N — Fix(m) unter m abgeschlossen. Ferner: ist p Permutation auf N, so
ist Fix(m o p) 2 Fix(m) N Fix(p).

Der Beweis ist als Ubung iiberlassen.

Satz 0.59 Es seien m und p Permutationen auf N mit N = Fix(m) U Fix(p).
Dann ist rop=pom.

Beweis. Es sei x € N. Ist # ¢ Fix(m), so ist € Fix(p) und so 7 o p(x)
m(p(x)) = 7(z) und p o w(z) = p(w(z)) = w(x). Denn mit z ist auch 7(zx)
Fix(m), also w(x) € Fix(p). Ebenso sieht man, daf fiir z € Fix(w) gilt mop(x)
por(x). Q. E. D.

Il
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Wir vereinbahren nun im Folgenden, dafl wir das Produkt von Zyklen nur
durch die Hintereinanderschreibung signalisieren. Ferner unterscheiden wir nicht
zwischen dem Zyklus und der induzierten Permutation. Also ist (124) ein Zyk-
lus und auch eine Permutation. Fiir die Identitdtsabbildung schreiben wir ().
Das Produkt von disjunkten Zyklen ist also kommutativ. Falls Zyklen nicht
disjunkt sind, so kann man nichts sagen, aufler daf3 die Zyklen des Produkts in
der Vereinigung der Zyklen der Multiplikanden enthalten sind. Zum Beispiel ist
(123)(245) = (14523). Es kann auch zu kurzen Zyklen kommen, zum Beispiel
in (124)(142) = (1)(2)(4) = ).

Wir betrachten nun eine Permutation 7 und die Potenzen 7%. Wir kénnen
von vornherein sagen, daf} falls M ein Zyklus von 7" ist, so ist M auch ein Zyklus
von 7. Jeder Zyklus von 7 ist also eine disjunkte Vereinigung von Zyklen von
7%, Ist ndmlich 7 = (1¢a . .. ¢ eine Zerlegung von 7 in ein Produkt von Zyklen,
so gilt 7F = ¢F¢h ... (k. Als Beispiel nehmen wir 7 = (1586)(274). Dann ist

m = (1586)(274) w2 = (18)(56)(247)
= (1658) Tt = (274)

™ = (1586)(247) w% = (18)(56)
= (1685)(274) 7% = (247)

™ = (1586) 0 = (18)(56)(274)
ol = (1685)(247) w2 = ()

Was ist nun das kleinste k derart, dal 7% = ()? Dies nennen wir den Index von
7. Fiir einen Zyklus ist die Antwort nicht schwer. Ist Z ein Zyklus der Lange k,
so ist k gleichzeitig der Index von der Permutation. Ferner ist Z™ = () genau
dann, wenn m ein Vielfaches des Index von Z ist. Daraus folgt mit Satz 0.59
unmittelbar der

Satz 0.60 Es sein eine Permutation. Der Index von 7 ist das kleinste gemein-
same Vielfache aller Indizes von Zyklen von 7.

Eine Transposition ist ein Zyklus der Lange 2.

Satz 0.61 Jede Permutation kann dargestellt werden als das Produkt von Trans-
positionen.

Beweis. Da wir eine Permutation als Produkt von Zyklen darstellen kénnen,
geniigt es zu zeigen, daf jeder Zyklus das Produkt von gewissen Transpositionen
ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist ein Zyklus von der Form { =
(1 2 3...k). Betrachte das Produkt 7 := (2 3)(3 4)...(k—1 k)(k 1). Man
rechnet nach, dafl 7(1) = 2, 7(2) = 3 und so weiter, w(k) = 1. Also 7 = (.
Q. E. D.

Esseinun 6165 ...6,, = mn2 ...n, zwei Darstellungen von 7 als Produkt von
Transpositionen. Es gilt nun zwar nicht m = n (wie man leicht sieht, kann man
das nicht erwarten), aber wie wir zeigen werden ist m —n stets eine gerade Zahl.
Wir nennen deshalb (—1)™ das Signum von 7. Das Signum eines Zyklusses
der Linge k ist also (—1)*~1. Da m —n gerade ist, ist ndmlich (—1)" = (-1)™,
und so ist diese Zahl unabhangig von der gewahlten Darstellung als Produkt.
Wir werden dies iiber einen Umweg beweisen.
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Definition 0.62 FEine n x n-Permutationsmatrix ist cine n x n-Matriz
mit Eintrdgen 0 oder 1 derart, daf$ in jeder Zeile sowie in jeder Spalte genau
einmal 1 auftritt.

Sei e; derjenige Vektor, welcher genau an der Stelle 4 eine 1 hat, und sonst 0
ist. Wir schreiben e; = (dij)1<j<n, Wobei d;; = 1 genau dann, wenn i = j,
und 0 sonst. (d;; ist das sogenannte Kroneckersymbol, benannt nach LEOPOLD
KRONECKER, 1823 — 1891.) Wir konnen jeder Permutation 7 genau eine Per-
mutationsmatrix A(7) mit A(7) - e; = ey fiir alle 1 < i < n. Denn es ist
A(m) = (aij)1<i,j<n- Also ist der kte Eintrag in A(m) - e; gerade 327, ay;d;; =
agi. Dieser mufl nun gerade gleich 0 sein, wenn k # 7 (i) und 1, falls k = 7 (4).
Also haben wir a;; = 1 genau dann, wenn ¢ = 7(j), und 0 sonst. Dies ist eine
Permutationsmatrix. Zum Beispiel sei 7 = (1 3 4)(2). Dann ist

A(m) =

o = o o
oo~ O
_— o o o
S oo

Denn zum Beispiel ist (1) = 3. Daher as; = 1. Man iiberzeuge sich, dafl
A(m)er = e, A(m)ea = e2, A(m)es = eq sowie A(m)es = e; ist. Sei umgekehrt
B eine Permutationsmatrix. Dann ist B - e; = e; fiir ein gewisses j, und man
rechnet nach, daf} es eine Permutation m geben mufl mit B-e; = er(;. Also B =
A(m). Ist dies erst einmal etabliert, so betrachte man zwei Permutationen, m
und p. Esist por eine Permutation, und zu ihr gehort eine Permutationsmatrix,
A(pom). Nun ist pon(i) = p(m(i)), und so A(pom)e; = A(p)(A(m)(e;)) fiir alle
1 <14 < n. Daraus folgt schliefflich der

Satz 0.63 Zu jeder Permutation w existiert eine eindeutig bestimmte Permu-
tationsmatriz A(m) mit A(m)e; = eqy fir alle i mit 1 < i < n. Ferner gilt
A(pom) = Alp) o A(r).

Nun definieren wir
sgn(m) := det(A(r))

Wir werden zeigen, dafl sgn(m) unser vorher definiertes Signum ist. Alles andere
folgt aus dieser Tatsache.

Hilfssatz 0.64 FEs sei w eine Permutation. Dann gilt
det(A(m)) = £1

Beweis. Es sei M = (mi;)1<ij<n €ine n x n-Matrix. Dann bezeichne M
diejenige (n—1) x (n — 1)-Matrix, die aus M durch Streichen der iten Zeile und
der jten Spalte hervorgeht. Der Determinantenentwicklungssatz besagt

det(M) =Y (=1)"'my; - detM"

i=1
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Wir beweisen die Behauptung nun durch Induktion iiber die Anzahl n der per-
mutierten Elemente. Ist n = 1, so ist A(w) = (1) und det(A(xw)) = 1. Nun sei
die Behauptung fiir n gezeigt, und sei 7 eine Permutation iiber n + 1 Elemente.
Ferner sei ¢ so gewéhlt, dafl m(i) = 1. Dann ist nach dem Entwicklungssatz

det(A(m)) = zn:(—l)”lali cdetM' = (—1)7 T det (A(m) 1)

i=1

Hierbei ist j = 7~ !(1). Die Behauptung folgt aus der leicht zu priifenden
Tatsache, da8 A(7m)Y wiederum eine Permutationsmatrix ist. Q. E. D.

Als néchstes bendtigen wir den Produktsatz fiir Determinanten. Dieser be-
sagt, dafl det(A - B) = det(A) - det(B). Als letztes bendtigen wir noch die
Tatsache, daB fiir eine Transposition 7 det(A(7)) = —1. Dies zeigt man so. Bis
auf Umbenennen der Elemente ist 7 = (12). Ist aber m bis auf Umbenennung
gleich p, so gilt det(A(w)) = det(A(p)). (Denn die Matrix der Umbennung ist
eine Permutationsmatrix A(c) und so ist A(p) = A(o) tA(7)A(o). Daher ist
det(A(p)) = det(A(m)). Wer dies umstandlich findet: der Beweis bendtigt dies
auch nicht wirklich.) Wendet man den Entwicklungssatz an, so bekommt man

det(A(7)) = det (( ) (1) )) — 1.

Jetzt folgt: ist m das Produkt von irgendwelchen Transpositionen 75,1 < j <,
so ist sgn(A(w)) = (—=1)". Daraus folgt unsere Behauptung, dafl sgn(r) genau
das Signum von 7 ist. Dies bedeutet auch, dafl das Signum unabhéngig von der
gewihlten Zerlegung ist, und somit die Anzahl der Transpositionen, aus denen
7 zusammengesetzt ist, entweder immer gerade ist oder immer ungerade ist.

I"Jbungen.
UBUNG 26. Zeigen Sie Hilfssatz 0.58.

UBUNG 27. Es sei Z ein Zyklus der Léange mn, m und n Zahlen. Zeigen Sie,
da Z™ ein Produkt von m Zyklen der Lénge n ist.

UBUNG 28. Es sei 7 folgende Permutation

123 45 6 7 89
8 4 76 9 2 3 5 1

Schreiben Sie 7 in Zyklendarstellung. Geben Sie die zugehérige Permutations-
matrix an. Welchen Index hat 77

UBUNG 29. Es seien 7 := (a1 ag ... ap) und p := (by ba ... by,) Zyklen, die
genau eine Element gemeinsam haben. Zeigen Sie, dafl m o p einen Zyklus der
Lange m + n — 1 ist. Hinweis. Man darf annehmen, dafl a,, = b; ist. Siehe
dazu die néchste Aufgabe.

UBUNG 30. Sei 7 = (a1 a2 ... ay) ein Zyklus. Zeigen Sie, dafl

™ = (CL,- Ar41 ... Ap a1 A2 ... a,«_l)
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Teil 7. Kombinatorik III. Verteilungen.

Wir ziehen zunéchst noch einige niitzliche Folgerungen aus der Definition von
(Z) Die Anzahl aller k 4+ 1-elementigen Teilmengen einer Menge mit n + 1
Elementen kann wie folgt bestimmt werden. Man wéhle ein Element x € M.
Fir X C M der Méchtigkeit k + 1 gibt es zwei Félle. Fall 1. x € X. Dann
ist X eine k 4+ 1-elementige Teilmenge von M — {z}. Fall 2. = € X. Dann

ist X — {«} eine k—elementige Teilmenge von M — {z}. Dies fiihrt zu folgender

Gleichung.
n+1 n n
= +
()= (ta)+ ()

Aus dieser Vorschrift ergibt sich ein leichtes Verfahren, wie man die Binomi-
alkoeffizienten berechnen kann. Dies ist als das Pascalsche Dreieck bekannt,
benannt nach BLAISE PASCAL (1623 — 1662).

1 n=20

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 ) 1 n=>5

Man beginnt mit der ersten Zeile fiir n = 0. Anschlieflend fiillt man das dreieck-
ige Schema aus. Jede Zahl mit Ausnahme der Randzahlen hat zwei obere
Nachbarn. Jede Zahl ist die Summe ihrer oberen Nachbarn. Zum Beispiel
ist 10 =4 + 6, da 10 die oberen Nachbarn 4 und 6 hat.

Ferner haben wir gezeigt, daff (z + y)" = Y1, (V)a*y"*. Setzen wir
x =1y =1, so bekommen wir

0)--

=0

Dies ist auch deswegen klar, weil (Z) die Anzahl der k—elementigen Teilmengen
einer n—elementigen Menge ist. Es gibt insgesamt 2™ solcher Teilmengen.
Setzen wir = 1, y = —1, dann ergibt sich

i(l)’f (+) =0

Also: die alternierende Summe iiber die Binomialkoeffizienten ist gleich 0. Etwa
ist 1 —4+6+4—1=0. Ist n ungerade, so folgt dies unmittelbar aus der
Tatsache, daB (}) = (,,",) ist sowie mit jedem Term (—1)*(}) auch der Term
(_1)nik(nﬁk) = _(_1 *

) (%) auftritt.
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Im Folgenden wollen wir uns mit Verteilungsproblemen befassen. Einige
haben wir schon vorher kennengelernt. Im Wesentlichen ist das Problem so
beschrieben. Wir wollen n Bille auf r Facher verteilen. Wie viele Moglichkeiten
gibt es? Ein analoges Problem ist dieses. Wir haben eine Menge B mit n Ele-
menten und eine Menge F' mit r Elementen. Wie viele Funktionen gibt es von
B nach F'? Dies haben wir schon errechnet. Die Anzahl ist ™. Wir kdnnen
nun einerseits Bedingungen an die Funktionen stellen; das heifit, wir bestimmen
beispielsweise nur die injektiven, oder nur die surjektiven oder nur die bijek-
tiven Funktionen. Auf der anderen Seite konnen wir auch von der Identitat der
Objekte absehen. Das heiffit konkret, wir kénnen annehmen, daf} die Bélle bzw.
die Facher ununterscheidbar sind. Beide Moglichkeiten werden oft benutzt. Der
Unterschied zwischen unterscheidbar und ununterscheidbar kommt zum Beispiel
in dem Unterschied zwischen einer Menge und einer nichtwiederholenden Folge
heraus. Die Folge F' ordnet jedem Folgenglied einen Platz zu; die zugehorige
Menge der Folgenglieder tut dies nicht. Sie sieht von der Reihenfolge ab. Wir
veranschaulichen den Unterschied durch ein Beispiel. Es sei B = {1,2, 3,4} und
F ={a,b,c}. Betrachte folgende Verteilungen:

Vi Va
a:() a:()
b:(1) b:(234)
c:(234) c:(1)

Vs Vi
a:() a:(3)
b:(3) b:(124)
c:(124) c:()

Falls wir sowohl die Bélle unterscheiden wie die Facher, so sind alle Verteilungen
verschieden. Falls wir die Facher nicht mehr unterscheiden, so sind V; und V5
sowie V3 und Vj nicht mehr zu unterscheiden. Am besten sieht man das so: wir
entfernen von den Fachern die Namen a, b und ¢. Dann haben wir nur noch
die Information, daf} bei V; beispielsweise ein Fach keinen Ball, ein anderes den
Ball 1 und ein drittes die Bélle 2, 3 und 4 enthélt. Anders ausgedriickt: falls wir
durch Vertauschen der Namen der Facher eine Verteilung V in die Verteilung V'’
tiberfithren konnen, so sind V und V’ in dem Falle gleich, wo wir die Facher nicht
mehr unterscheiden. Man sieht nun ebenso, dafl wenn wir die Béalle nicht mehr
unterscheiden, nunmehr V3 und Vs gleich sind. Falls wir schlielich weder Facher
noch Bille unterscheiden wollen, so sind alle vier Verteilungen gleich. In der
folgenden Definition wollen wir ungeordnete Folgen definieren. Die Definition
mag etwas umstandlich erscheinen, aber sie ist relativ einleuchtend, wenn man
sie von der praktischen Seite her sieht. Eine ungeordnete Folge ist eine Folge, in
der es nicht auf den Platz ankommt, den ein Element einnimmt. Dies driicken
wir so aus, dafl wir eine ungeordnete Folge als die Menge aller geordneten Folgen
auffassen, welche durch Umordnung ineinander iibergehen.

Definition 0.65 Es sei X eine Menge, und F und G n-lange Folgen von El-
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ementen aus X. Firxz € X sei j(x,F) die Anzahl der Folgenglieder, welche
gleich x sind. Dies heifle der Index von x in F. Wir setzen F ~ G, falls fiir
alle Elemente x aus X gilt j(z, F) = j(z,G). Die Menge M(F) :={G: F = F}
heifit auch eine Multimenge M mit Elementen aus X oder ungeordnete
Folge. Die Machtigkeit von M ist definiert als die Léinge von F.

Diese Definition ist nicht besonders handlich. Wir notieren Multimengen so:
{a,b,b,a,¢,d,d,a,d},

Der Index ,, deutet an, daf} es sich um eine Multimenge handelt. Mengen sind
Multimengen, in denen der Index nur 0 oder 1 ist. Wie auch sonst {iblich,
ist die oben hingeschriebene Folge nur ein Vertreter. Dieselbe Multimenge ist
beschrieben durch

{d7 d? d? C? b? b’ a? a? a}m

Nehmen wir also wieder unsere Bélle und Facher. Seien sowohl Bille als auch
Facher unterschieden. Dann existieren in der Tat r™ viele Verteilungen. Seien
nun die Balle unterschieden, nicht aber die Facher. Dann entspricht einer
Verteilung schlicht eine Partition der Menge B in genau r Mengen. Ist » > n, so
existiert keine Partition. Die Anzahl der Partitionen einer n—elementigen Menge
in r Mengen bezeichnet man mit S, ,. Falls wir nun auch noch die Bélle nicht
mehr unterscheiden, so ist die Anzahl der Moglichkeiten gerade die Anzahl der
Moglichkeiten, die Zahl n in 7 von Null verschiedene Summanden zu zerlegen.
Diese Zahl nennen wir P, .. Zum Beispiel ist P73 = 4, denn

7T = 14145
1+2+4
1+3+3
= 2+4+2+3

Uber die Zahlen Sp,r und P, , 1a8t sich keine leichte Berechnungsvorschrift
angeben. Es gilt aber folgender Sachverhalt.

Satz 0.66 Sein >0. Esist P,1 =1, P2 = %, falls n gerade und Py, 2 = "T_l,
falls n ungerade.

Beweis. Es ist klar, daf} eine beliebige Zahl sich nur auf eine Weise als Summe
einer einzigen Zahl darstellen 1a8t. Nun sei n = 2k eine gerade Zahl. Dann
ist fiir beliebiges ¢ mit 0 < ¢ < n, n = i + (n — ). Um Doppelzihlungen zu
vermeiden, iiberlegen wir uns, daB, falls ¢ > k ist, n —¢ < k ist. Wir betrachten
deswegen nur solche Summen iy + i, in denen #; < iy ist. (Dieses Verfahren
wendet man ganz allgemein bei der Bestimmung der P, , an.) Zu jeder Zahl i
mit 0 < ¢ < k gibt es genau eine Zerlegung von n, namlich n = i + (n — 7), und
es ist ¢ < n—i. Fir zwei Darstellungen i+ (n—4) = j+ (n—j) mit 0 < 4,5 <k
gilt ¢ = 5. Wir haben also exakt k viele solcher Darstellungen, das heifit genau
n

5 viele. Falls nun n ungerade ist, also n = 2k + 1, mufl man beachten, daf}

wiederum 0 < ¢ < k mufl. Dies ergibt den Wert ”T_l Q. E. D.
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Will man P, , fiir r > 2 exakt ausrechnen, mufl man einige Miihe aufwenden.
Betrachten wir kurz den Fall » = 3. Zwei Darstellungen n = i1 + i2 + 43 und
n = ji1 + j2 + j3 sind gleich, falls {i1,42,i3} = {j1,J2,J3}. Eine Darstellung
n = i1 + io + i3 kann man immer so wahlen, dafl i; < iy < i3. Ist dann
11+ i2 + 23 = J1 + Jo + J3 mit j1 < jo < js, so gilt 11 = 51 und 42 = jo und
i3 = js, oder aber es gilt {i1,12,73} # {j1, 72,73} (das heifit, die Darstellungen
sind ungleich). Dies bedeutet, dafl wir jede Darstellung tatsdchlich nur einmal
zéhlen. Nun geht man so vor. Man wahlt 41, und bestimmt die Anzahl aller
Darstellungen von n — 47 in Summen 45 + i3, wo i1 < io < i3. Dies bedeutet, wir
wollen nur solche Darstellungen von n—i; betrachten, in denen alle Summanden
> 41 sind. Man iberlege sich, dafl dies gerade die Anzahl aller Darstellungen
von n— 3i1 +2 in Summen ki + ks, k1, ko > 0, ist. Denn ist n—3i14+2 = k1 + ko,
so ist

n—ir=(k1+i1—1)+ (ka+i1—1)

Mit k; > 0ist k1 +41 —1 > iy, und mit ky; < kg ist k1 +i7—1 < ko 4141 — 1. Dies
erledigt die Darstellung von n—%;. Nun mufl man im Prinzip nur aufsummieren.
Man beachte, dafl man stets 71 < % hat. Groflere 47 mufl man nicht betrachten.

Als letztes betrachten wir den Fall, wo zwar die Facher unterschieden werden,
nicht aber die Bélle. Dann ist eine Verteilung einzig bestimmt durch die Anzahl
der Bille, welche in einem gegebenen Fach liegen. Dies entspricht aber genau
einer Multimenge iiber r, in der die Summe der Indizes gerade n ist. Die Summe
aller Indizes j(z, F') ist aber gerade die Méchtigkeit der durch F' représentierten
Multimenge. Die Anzahl der Multimengen der Méchtigkeit r iiber einer Menge
B der Machtigkeit n 148t sich durch einen Trick berechnen. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ist B = {1,2,...,n}. Zu jeder Multimenge gibt es genau eine
Auflistung der Elemente, die monoton wachsend ist. (Etwa ist {1,1,2,2,3},,
eine solche Auflistung, nicht aber {3,1,1,2,2},,.) Sei M = {z1,2z2,..., 2% }m
eine Multimenge mit z; < x;11. Nun setze A(M) := {z1,22 + 1,23 + 2,24 +
3,...,x + r—1}. A(M) ist wohlgemerkt eine Menge, und es ist x; + ¢ —
1 < @41 + 4, nach Wahl der z;. A(M) ist eine r—elementige Teilmenge von
{1,2,...;,n+r—1}. SeiY C {1,2,...,n+r — 1} eine r—elementige Menge,
etwa Y = {y1,¥y2,..., ¥y} mit y; < y;41. Dann setze B(Y) := {y1,y2 — 1,y3 —
2,...,yr—7r+1}. B(Y) ist der Représentant einer Multimenge der Machtigkeit
r iber B. Diese Beziehung ist bijektiv. Also ergibt sich folgender Satz.

Satz 0.67 Die Anzahl der Multimengen der Mdchtigkeit k tber einer Menge
der Mdchtigkeit n ist
(n+k—-1)k
k!

I"J'bungen

In den folgenden Aufgaben werden recht grofle Zahlen auftreten. Aus diesem
Grunde ist es von Vorteil, die Aufgaben stets abstrakt zu 16sen und nicht nur
auszurechnen (was mit Hilfe des Computers nicht schwer sein diirfte). Man kann
schon einiges erreichen, wenn man nur die Formeln bestimmt hat, nach denen
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man ausrechnen muf.

UBuUNG 31. Eine Tiite Gummibéren enthalte stets genau 50 Gummibéren.
Gummibéaren gibt es in genau 3 Farben. Es sei von jeder Farbe mindestens ein
Gummibér in einer Tiite enthalten. Wie viele verschiedene Farbmischungsver-
héltnisse gibt es? Geben Sie zunéchst eine Benennung der Zahl in Form einer
Formel an (welcher Typ von Z&hlkoeffizient) und berechnen Sie seinen Wert.

UBUNG 32. Desgleichen wie in der vorigen Ubung, aber ohne die Bedingung,
dafl eine bestimmte Farbe auftreten mufl. Hinweis. Vergessen Sie bitte auch
diesmal nicht, eine Formel anzugeben, bevor Sie sich an’s Ausrechnen machen!

UBUNG 33. Wie in den vorigen beiden Aufgaben. Nun seien aber die Farben
konkret gegeben: rot, gelb und griin. Bestimmen Sie also die Farbmischungsver-
héltnisse rot:gelb:griin mit und ohne die Bedingung, daf} eine Farbe mindestens
einmal vertreten sein muf.

UBUNG 34. Stellen sie alle Verteilungen von drei Kugeln auf drei Ficher dar.
Wie viele gibt es wenn man (a) Kugeln und Facher unterscheidet, (b) nur Facher
unterscheidet, (¢) nur Kugeln unterscheidet, (d) weder Kugeln noch Facher un-
terscheidet?

UBUNG 35. Es sei N = {1,2,...,n}. Einer Multimenge K iiber N ordnen wir
als Typ die Folge (j(1,F),j(2,F),...,j(n,F)). Zeige zunichst: jeder Multi-
menge iiber N entspricht genau eine Folge natiirlicher Zahlen

)= 01),52),...,5(n)) .

Gegeben eine solche Folge, bestimmen Sie die Anzahl der geordneten Folgen G,
deren ungeordnetes Gegenstiick gerade der Multimenge des Typs j entspricht.
Diese Anzahl bezeichnet man mit

<.7'(1)7J'(2)(f~ . 7j(n))

wobei ¢ = j(1) +j(2) + ... + j(n). Hinweis. Insbesondere ist im Falle n = 2
diese Zahl dann (j(l)qj(2))’ welches (in anderer Notation) der allbekannte Bino-
mialkoeffizient ist.

Teil 8. Graphen I. Grundlegende Definitionen.

Das Material fiir die folgenden vier Teile wurde iiberwiegend entnommen aus
M. AIGNER: Diskrete Mathematik, Vieweg Verlag, 1993.

Bevor wir beginnen, wollen wir uns mit dem Rechnen in Restklassen beschéf-
tigen, da dies in Zukunft haufiger auftritt. Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl,
n > 1. Dann existiert zu jeder ganzen Zahl k eine Darstellung k = ¢-n +r,
wobei 0 < r < n. Diese heif3t der Rest modulo n von k. Wir schreiben k = ¢
(mod n) um auszudriicken, dafl k£ und ¢ den gleichen Rest modulo n haben und
sagen, k ist kongruent zu v modulo n. Die Relation ist kongruent modulo n ist
eine Aquivalenzrelation, wie man leicht bestéatigt. Man iiberlegt sich ferner, dafl
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k = ¢ (mod n) genau dann, wenn es ¢,d,r € Z gibt mit k = ¢-n + r und
¢ =d-n+r. Dabei muBl r nicht zwischen 0 und n — 1 liegen! Es gilt folgender
Sachverhalt.

Satz 0.68 Es sei k1 =¢; (mod n) und ky =¥¢3 (mod n). Dann ist

kl —+ kQ = fl + (2 (Il’lOd Tl), kl . kg = (1 . 62 (Il’lOd Tl)

Beweis. Essei k; = ¢;-n+r;, £; =d;-n+r;. Dann ist k1 + ko = (¢1 +¢2) -n+
(r1+r2) sowie b1+ 40y = (d1+da) -n+(r1+r2). Also ki +ka =r1+7r2  (mod n)
und {14403 =r1+r2  (mod n). Daher k1 +ky = ¢1+{¢2 (mod n). Ebenso sieht
man ki -ko =102 (mod n), denn es ist kq - ko = (c1con+ c1ra +car1)n+ 1172
und ebenso 41 - lo = (didan + dire 4+ dar1)n + r172. Q. E. D.

Wir konnen also folgende Addition und Multiplikation auf {0,1,...,n — 1}
definieren. Es sei 2@,y das eindeutig bestimmte r € {0,1,...,n—1} mit z+y =
r  (mod n). Ebenso sei z®,,y das eindeutig bestimmte r € {0,1,...,n—1} mit
zy =r (mod n). Wir schreiben in aller Regel x + y anstelle von = @®,, y und
x -y anstelle von z ®, y. Es existiert zu z stets ein Element y mit z &,, y = 0.
Wir notieren es mit —z. Die tiblichen Gesetze fiir Addition, Subtraktion und
Multiplikation gelten. Ferner: ist n eine Primzahl, so existiert fiir jedes x # 0 ein
y mit x @y = 1. Wir behaupten, dal ndmlich y # 3’ bedeutet z ©py # x O, Y’
Andernfalls ist  ©®, (y —y’) = 0. Nun ist n eine Primzahl; n teilt das Produkt
xz(y —y'). Da n die Zahl x nicht teilt, teilt es y —y’. Alsoy =y’ (mod n) und
so y = y'. Wir merken an, dal wenn n keine Primzahl ist, so existieren Zahlen
z, 2’ mit 0 <z,2’ <nund z-2'’ =0 (mod n), also z ®, ' = 0.

Ein Paar & = (E, K), wo E eine beliebige, nichtleere Menge ist und K C
(gj ), heiflt ein Graph. Falls nichts anderes gesagt wird, ist £ endlich, und damit
ist natiirlich auch K endlich. FE ist die Menge der Ecken und K die Menge der
Kanten des Graphen. Eine Kante ist also nichts anderes als eine Paarmenge
{u,v} C E. Wir schreiben oft uv (oder vu) fiir die Kante {u,v}. Wir sagen, u
und v seien benachbart oder adjazent (in &), falls uv € K. Ist ferner u € k,
k € K, so heifit u mit k inzident. Zwei Kanten k£ und ¢ heiflen inzident, falls
kNt # (), das heifit, wenn sie eine gemeinsame Ecke haben. Ein paar Beispiele
fiir Graphen.

Beispiel 1. Sei K = (72’) Dann heifit der Graph vollstiandig. Ist £ = n,
so bezeichnet man diesen Graphen mit K.

Beispiel 2. Sei F = SUT, wobei SNT = ). Ferner bestehe jede Kante
aus je einem Element aus S und einem Element aus 7. Dann heiflit der Graph
bipartit. Er heifit vollstandig bipartit, falls K = {{u,v} : v € S,v € T}. Ist
#S = m und §T = n, so bezeichnen wir den Graphen mit K, .

Beispiel 3. Sei F = {e1,ea,...,e,}, und K = {{e;,eit1} : 0 < i < n}.
Dieser Graph heifit linearer Graph der Lange n — 1.

Beispiel 4. Sei E = {ej,e2,...,e,} und K = {{e;,;41} : 0 < i < n} U
{{en,e1}}. Dieser Graph heifit schlicht ein Kreis der Ladnge n—1. (Wir kénnen
auch schreiben K = {{e;,e;}:j=i+1 (modn)}.)
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Beispiel 5. Es sei F die Menge der Folgen der Lénge n iber {0,1}. Es
sel d(Z,9) := #{i : ; # y;} der sogenannte Hammingabstand von # und §.
Betrachte K = {{Z, ¢} : d(Z,y) = 1}. Dieser Graph heiit (Hyper—)Wiirfel
der Dimension n. Fiir n = 2 ist dies genau ein Quadrat, fiir n = 3 genau der
allbekannte Wiirfel.

Beispiel 6. Der Petersen—Graph sieht wie folgt aus. Esist E = E; U E,,
wobei E; = {ig,i1,...,44} und E, = {ag,a1,...,a4}. K = K, U K;, U Kj,
wobel Ky = {{im,in} :m =n+1 (modb)}, Kis = {{ik,ar} : 0 < i < 5}
und K; = {{ip,iq} : ¢ =p+2 (mod 5)}. Man kann sich den Petersen—Graph
so vorstellen: (E;, K;) ist der sogenannte Drudenfufl, dem ein Fiinfeck (E,, K,)
umschrieben wird.

Zwei Graphen G = (E,K) und H = (F,L) heiflen isomorph, falls es
eine bijektive Abbildung h : E — F gibt, derart, dafl fir alle u,v € E gilt
wv € K genau dann, wenn h(u)h(v) € L. (Wir konnen dies etwas priagnanter
ausdriicken. Es bezeichne h[K] := {{h(u),h(v)} : uwv € K}. Dann verlan-
gen wir h[K] = L.) Es sind alle vollstandigen Graphen mit gleicher Eckenzahl
isomorph. Dies haben wir schon in der Schreibweise K, zum Ausdruck ge-
bracht; diese driickt lediglich eine Abhéngigkeit von n = §E£ und nicht von E
aus. Ebenso ist fiir den Isomorphietyp eines vollstandigen bipartiten Graphen
lediglich die Méchtigkeit der Mengen S und T ausschlaggebend.

Definition 0.69 Es sei & = (E, K) ein Graph und u eine Ecke von &. Dann
heifit N(u) := {v:uv € K} die Menge der Nachbarn von u. Fir S C E sei
N(S) :={v:uv € K fiir einu € S}. Ferner ist d(u) := §N(u) der Grad von
u. Ist d(u) =0, so heift u tsoliert. N*(S) fir S C E sei wie folgt definiert.
NO(S) = S
NEFL(S) = NF(S)UN(NK(S9))

Z(S) == U; N“(S) heit die Zusammenhangskomponente von S. &
heift zusammenhangend, falls E = Z({z}) fiir ein v € E gilt.

Es ist N*(S) die Menge aller Ecken, die von einer Ecke aus S in héchstens
k Schritten erreichbar sind. Fiir endliche Graphen gilt: es existiert ein k
dergestalt, da8 Z(S) = N*(S) ist fiir alle k.

Definition 0.70 Es sei G = (E, K) ein Graph und S C E. Dann sei d(S) die
kleinste Zahl derart, daff mit E = N4(S). Fulls diese nicht existiert, so setze
d(S) := co. Der Durchmesser von G ist

d(G) = mangEd(S)

Falls G endlich, so ist d(G) endlich genau dann, wenn G zusammenhéngend ist.
Dann ist sogar d(G) < §E.

Satz 0.71 In einem endlichen Graphen gilt stets

Zd(u):?ﬁ[(

uekl
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Beweis. Die linke Summe zdhlt alle Paare (u,v) derart, dal uv € K. Da nun

stets u # v gilt, wenn uv € K, so entspricht jeder Kante genau zwei Paaren.
Q. E. D.

Satz 0.72 In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken ungeraden Grades eine
gerade Zahl.

Beweis. Sei E, die Menge der Ecken, fir die d(u) ungerade ist, und E, die
Menge aller Ecken, fiir die d(u) gerade ist. Dann ist nach dem vorigen Satz
284K = 3 cpdu) = > cp, du) + ZueEQ d(u). Es ist ZueEQ d(u) stets
gerade, also ist auch ) .. d(u) gerade. Dann ist E, gerade. Das war zu
zeigen. Q. E. D.

Es sei nun als erstes ein Satz gezeigt, der gewissermaflen die erste Anwendung
der Graphentheorie iiberhaupt darstellt, ndmlich die Losung des Konigsberger
Briickenproblems. In abstrakter Form dargestellt, lautet es so: existiert eine
Folge F = k1ks ...k, von Kanten aus K derart, daf$ jede Kante aus K genau
einmal auftritt, und so daff k; mit ki1 fir 1 < ¢ < r und k, mit ky jeweils
inzident sind? Eine solche Folge heifit ein Euler—Zug. Ferner verabreden wir,
eine Folge ujus ... u, von Ecken einen Weg der Linge r — 1 zu nennen, wenn
uiui+q1 € K fir alle 1 < ¢ < r. Ein Weg ist geschlossen, falls u, = uy. Ist F
ein Euler-Zug, so definiert dieser einen eindeutig bestimmten Weg. Denn seien
kik;+1 zwei aufeinanderfolgende Kanten aus F', dann hat k; N k; 1 genau ein
Element. Es sei also u; 1 das eindeutig bestimmte v mit v € k;Nk;41, und es sei
uy das eindeutig bestimmte v mit k1 = vus, u,41 das eindeutig bestimmte v mit
kr = u,v. Wir nennen einen Weg nichtwiederholend, falls u; = u; nur dann
gilt wenn ¢ = j oder {7, 5} = {1,7}. Ein nichtwiederholender, geschlossener Weg
heifle Kreis.

Satz 0.73 In einem Graphen existiert ein Euler—Zug genau dann, wenn der
Graph zusammenhdngend ist und keine Ecke einen ungeraden Grad hat.

Beweis. Die Bedingungen sind notwendig. Denn wenn & nicht zusammenhan-
gend ist, gibt es keine Ecke, von der aus alle Ecken erreichbar sind. Ferner:
ist W ein Euler-Zug der Lange r, so ist u;, 1 < ¢ < r, stets inzident mit
w1 und w;—qu; (und diese Kanten sind verschieden). Genauso ist w,41 mit
UUyr41 und u,pu,e41 inzident. Jede Ecke ist also mit einer geraden Anzahl Kanten
inzident. Nun also zur Umkehrung. Zunichst einmal zeigen wir: in einem
Graphen, in dem jede Ecke geraden Grad hat, existiert ein Kreis durch einen
gegebene Ecke. Sei u; also gegeben. Wir wéhlen eine beliebige zu u; adjazente
Ecke ug. Sei 81 := (E, K — {{u1,u2}}). In &; haben u; und uy ungeraden
Grad. Also existiert eine zu uy adjazente Ecke us. Es gilt us # wu; (sowie
auch uz # uz). Induktiv definieren wir eine Folge u;, derart dafl ujus ... u; ein
nichtwiederholender Weg ist. Ferner setzen wir

®; = (B, K — {{us,uip1}:1 <7 <i})

Ist w; # w1, so hat u; einen ungeraden Grad in &;. (Denn wir haben aus &
genau eine mit u; inzidente Kante entnommen.) Also existiert in &, eine zu
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u; inzidente Ecke u;q. Ist u;41 = uy fiir ein j < 4, so gilt sicher j < ¢ — 1.
Also haben wir einen Kreis. Ist andererseits w;+1 verschieden von allen wu;,
S0 ist ujug...u;+1 ein nichtwiederholender Weg. Nun haben wir zwar noch
nicht gezeigt, dal ein Kreis durch u; existiert, aber wir konnen aus K nun die
Kantenmenge des eben konstruierten Kreises entfernen und erhalten so einen
Graphen, in dem jede Ecke einen geraden Grad hat, und insbesondere ist der
Grad von u; nicht Null ist (da wir keine mit u; inzidente Kante entnommen
haben). Nun machen wir das gleiche Spiel nochmal mit dem neuen Graphen. Es
ist klar, daf} bei diesem Wegnehmen jede Kante einmal drankommt. Also ist u;
in einem Kreis, da es in einer Kante ist. Dies zeigt unsere erste Behauptung. Der
Satz folgt nun so. Wir wéhlen einen Kreis K mit Kantenmenge v,. W; := Kj.
Dann sei ! := (E, K — 7). Da wir zu jedem Punkt genau zwei inzidente
Kanten entnehmen, hat in &! jede Ecke geraden Grad. Falls die Kantenmenge
noch nicht leer ist, existiert eine Kante in K — ;. Es existiert sogar eine Kante
uv € 71, derart, dafl eine Ecke auf dem Kreis liegt, etwa u. Wir wéhlen nun
in &! einen Kreis Ko durch u. Nun definieren wir einen neuen Weg wie folgt:
wir schieben bei v in K7 den Kreis K5 ein. Das Ergebnis ist ein geschlossener
Weg W, auf dem keine Kante wiederholt wird. Sei v, seine Kantenmenge. Wir
setzen B2 := (E, K — 7). Wir fahren so fort. Es existiert eine Kante uv, die
nicht in 7, liegt, aber mit einer Ecke aus Ws inzident ist. Andernfalls ist &
nicht zusammenhangend. Q. E. D.

Ubungen.

UBUNG 36. Bestimmen Sie den Durchmesser des n—dimensionalen Wiirfels und
des Petersen—Graphs.

UBUNG 37. Geben Sie fiir beliebiges n einen Graphen mit n Ecken an, der den
Durchmesser 2 hat, sowie einen Graphen mit Durchmesser n — 1.

UBUNG 38. Es sei ® ein Grpah ohne isolierte Ecken. Ein Weg in & heifit
offener Euler—Zug, falls alle Kanten genau einmal vorkommen, aber die erste
Ecke nicht mit der letzten Ecke tibereinstimmt. Zeigen Sie: genau dann gibt es in
einem Graphen einen offenen Euler-Zug, wenn der Graph zusammenhingend ist
und genau zwei Ecken einen ungeraden Grad haben. Hinweis. Da ist also gerade
die Verallgemeinerung des Problems vom Haus des Nikolaus. Fiithren Sie dieses
durch einen kleinen Trick auf Satz 0.73 zuriick. Seien namlich v und v genau
die Ecken mit ungeradem Grad. Dann fiige man zu dem Graphen die Kante
wv hinzu. Dann geht alles wir gewiinscht (beweisen!). Einzige Schwierigkeit: es
kann sein, dal uv schon Kante des Graphen ist (wie beim Haus des Nikolaus).
In diesem Fall mufl man wieder einen kleiner Trick anwenden, der hier aber
nicht verraten wird.

UBUNG 39. Zeigen Sie: genau dann ist & = (E, K) unzusammenhéngend,
wenn es zwei Mengen A und B gibt derart, dal E = A+ B, AN B = (§, und

KC()u(y)

UBUNG 40. Es habe & keine isolierten Ecken. Zeigen Sie, daB & genau dann
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zusammenhingend ist, wenn es einen geschlossenen Weg gibt, der jede Kante
mindestens einmal enthélt. Hinweis. Dieser Weg muf} kein Euler—Zug sein!

Teil 9. Graphen II. Konstruktionen und Darstellung.

Sei ® = (E, K). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist £ = {1,2,...,n}.
Dann kénnen wir & die folgende Inzidenzmatrix I(®) zuordnen. Es ist
I(®) := (a;j)ij, wobei a;; = 1 genau dann, wenn {4,j} € K und a;; = 0
sonst. Die Inzidenzmatrix ist symmetrisch, das heiflt, es ist a;; = a;; fiir alle
i,j. Jede n x n-Matrix A = (a;j)i; ist eine Inzidenzmatrix eines Graphen iiber
{1,2,...,n}, falls fiir alle 4,j mit 1 <4,j <n (i) a;; € {0,1}, (ii) a;; = 0, und
(ili) ai; = aj;. Die Inzidenzmatrix eines vollstdndigen Graphen besteht nur aus
Einsen, die Inzidenzmatrix eines Kreises ist eine Permutationsmatrix. Ferner
ist die Inzidenzmatrix eines bipartiten Graphen bis auf Umbenennung von den
Elementen von der Form
0 A
(5 )

wobei 0 fiir die Nullmatrix entsprechender Grofle steht, und A und B beliebige
Matrizen sind. Im Falle des vollstdndigen bipartiten Graphen sind A = 1 und
B = 1, wobei 1 wieder fiir die Matrix aus Einsen der entsprechenden Groflie
steht.

Mit Hilfe der Inzidenzmatrix kann man folgende interessante Beziehung fest-
halten.

Satz 0.74 Es sei I*(®) = (ci;)i; das k—fache Produkt von 1(®) mit sich selbst,
k> 0. Dann ist c;j genau die Anzahl der Wege der Linge k von i nach j.

Beweis. Induktion iiber k. Es ist I'(®) = I(8) = (ai;)i;j, und ein Weg der
Lénge 1 genau eine Kante. Die Behauptung ist in diesem Falle also richtig. Nun
sei Ik(Qj) = (Cij)ij und IkJrl(@) = (d”)w Dann ist dij = Z:}=1 Cir * Qrj. Die
rechte Summe erstreckt sich iiber die Anzahl der Wege von ¢ nach r, fiir die eine
Kante von r nach j existiert, 1 < r < n. Dies ist aber gerade die Anzahl der
Wege der Lange k + 1 von i nach j. Q. E. D.

Ist & = (E,K) Graph, ' C E, so setze L := K N (g) Das Paar (F, L)
heifit der von & auf F' induzierte Graph. Ist zum Beispiel & vollstandig, so
ist jeder induzierte Teilgraph auch vollsténdig. Ist L C K N (g), so heifit (E, L)
Teilgraph von &. Sei ferner h : E — F eine surjektive Abbildung derart, daf3
der von h~!(z) induzierte Teilgraph zusammenhiingend ist fiir jedes 2 € F. Nun
sei L := h[K]|N (5) Das Paar (F, L) heifit dann eine Kontraktion von &. Es
gilt nun folgendes

Satz 0.75 FEs sei & eine Kontraktion von $. Dann ist & genau dann zusam-
menhdngend, wenn § zusammenhdngend ist.

Zum Beweis zeigen wir als erstes folgendes. Eine Kontraktion heifle elementar,
falls es ein € F gibt mit h=(z) € K und fiir alle y # x hat h~1(y) genau
ein Element. Intuitiv gesprochen kontrahieren wir bei einer elementaren Kon-
traktion eine Kante. Es ist nicht schwer zu sehen, dafl jede Kontraktion eine
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Verkettung von elementaren Kontraktionen ist. Also mufl man obenstehenden
Satz nur flir elementare Kontraktionen zeigen. Dies ist nicht schwer.

Bevor wir dies tun, werden wir uns noch iiberlegen, dafl man eine elementare
Kontraktion auch etwas anders beschreiben kann. Es sei & = (E, K) gegeben
und uv € K. Das Resultat der Kontraktion von uv ist der folgende Graph
$H =(E — {v}, L), wobei

E —{v}

L:Kﬂ( 9

) U{uz:z € E—{u,v},ave K}
Das heifit, wir nehmen den auf E — {v} induzierten Graphen und fiigen alle
Kanten ux hinzu, fir die zv € K.

Sei nun & unzusammenhangend. Dann existieren Mengen A, B mit AUB =
FE, A und B disjunkt und K C (’24) U (123) Ist uv € K, so ist ohne Beschrankung
der Allgemeinheit uv € (‘3) Wir behaupten: ist § = (E — {v}, L) das Ergebnis

der Kontraktion von uwv, so ist jede Kante von $) entweder in (A72{v}) oder in (123)
Sei namlich xy € L eine Kante. Ist € B, so ist nach Definition von L y € B.

Also ist L C (A_Q{U}) U (g), dh $ unzusammenhingend, wie versprochen. Sei

umgekehrt $ unzusammenhingend, etwa L C (‘3) U (g) fiir disjunkte Mengen

A, B. Essei E = AU B U {v}. Ferner existiert in & eine Kante uv. Daher ist
u € A oder u € B. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit u € A. Wir setzen
A" = AU {v} und B’ := B. Wir behaupten, da§ K C (‘g/) U (g/). Dazu sei
zy € K. Falls zy nicht mit uv inzident ist, so ist zy € (‘;‘) oder xy € (g) und

wir sind fertig. Andernfalls ist x = u oder z = v. (Der Fall y = u oder y = v ist
ganz analog.) Sei x = u. Ist y = v, so ist jay € A’ und so zy € (‘42/). Ist y # v,
soist xy € L; also xy € (‘3) - (’3/). Sei nun z = v. Der Fall y = v braucht nicht
betrachtet zu werden. Sei also zusétzlich y # v. Dann ist uy € L, also y € A’.
Daraus folgt uy € (’3), und so xy € (‘g’). Daher ist & unzusammenhéngend.

Definition 0.76 $ ist ein Minor von &, falls § Kontraktion eines Teil-
graphen von ® ist.

Die Relation ist Minor von ist transitiv, wie aus dem folgenden Satz folgt.

Satz 0.77 Ist J Teilgraph oder Kontraktum von $ und ist $ Minor von &, so
ist J Minor von &.

Beweis. Es sei ® = (E, K) und $ = (P, Q). Nach Voraussetzung existiert ein
F C E und eine Abbildung h : F — P derart, dal @ C h[K]|N (g) Nun sei
J = (R,T) Kontraktum von $. Dann existiert g : P — R mit T' = g[Q]. Dann
ist T =g[Q] C (goh)[K]N (5), also g o h eine Kontraktion eines Teilgraphen
von & auf J. Sei nun J Teilgraph von §, also R € Pund T = QN (g)
Wihle F := h~!'[T]) und L := {uv € K : h(u)h(v) € T}. Dann ist (F,L) nach
Konstruktion ein Teilgraph von &. Fernerist h | F': F' — Rund h[L] = RN (g)
Q. E.D.

Ein Graph heiffit planar wenn er sich in der Ebene zeichnen 1aft, ohne
dafl die Kanten sich iiberschneiden. Planare Graphen sind aus vielen Grinden
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sehr interessant. Das Vier-Farben—Problem bezieht sich auf planare Graphen
(Landkarten); aber auch in der Elektronik sind sie von immenser Wichtigkeit.
Man denke nur an Schaltkreise. Die Leiterbahnen in Schaltkreisen entsprechen
den Kanten eines Graphen, dessen Ecken gerade die Schaltelemente sind. Falls
sich Kanten schneiden, so mu8 man auf der Platine eine sogenannte Briicke
einbauen. Hochintegrierte Schaltkreise (VSLI) erlauben zwar auch Briicken,
jedoch gilt es, so wenig wie moglich davon zu beniitzen, da sie schwierig zu
realisieren sind — also teuer. Planare Graphen sind der Idealfall: man benétigt
iitberhaupt keine Briicken. Wir teilen ohne Beweis den folgenden Sachverhalt
mit.

Satz 0.78 (Kuratowski) Genau dann ist & planar, wenn weder K33 noch
der vollstandige Graph K5 ein Minor von & sind.

Wir kénnen jedoch ein paar einfache Uberlegungen machen. Eine Realisierung
von & ist ein Paar (p,£), wo p: E — R? eine Abbildung der Ecken in die reelle
Ebene, und fiir jedes k = uv € K ist £(k) : [0,1] — R? eine stetige Abbildung
mit ¢(k)(0) = v und £(k)(1) = v. Diese Realisierung ist schnittfrei, falls es
keine Ecken k und k' mit k& # k' und keine r,7’ mit 0 < 7,7/ < 1 derart,
daB ¢(k)(r) = £(k')(r"). & is nach Definition planar genau dann, wenn es eine
schnittfreie Realisierung gibt. Es gilt nun folgendes.

Satz 0.79 FEs sei $ ein Minor von &. Ist dann & planar, so ist es auch $.

Beweis. Sei ) = (F, L) ein Teilgraph von & = (E, K). Sei (p,{) eine Real-
isierung von &. Dann ist (p | F,¢ [ L) eine Realisierung von $ und schnittfrei,
falls (p,£) schnittfrei ist. Fiir Kontraktionen mufl man sich etwas mehr Mihe
geben. Da der Beweis relativ trickreich ist, werden wir ihn nicht ausfiithren.
Q. E. D.

Im Ubrigen ist jeder Graph schnittfrei im Raum realisierbar.

Definition 0.80 Seien ® = (E, K) und $ = (F, L) Graphen. Die disjunkte
Vereinigung wird definiert durch & + $ := (P,Q), wobei

P = Ex{0jUF x {1}

Q = {{{w,0), (0,00} : uv € K}U{{(,1), (v, 1)} v € L}

& + § zerfallt in (mindestens) zwei Komponenten, zwischen denen keine Kante
existiert und die isomorph zu & und $) sind.

Definition 0.81 Eine Clique in einem Graphen ist eine mazimale Menge
von Ecken, auf denen der induzierte Graph vollstandig ist.

Offensichtlich ist jede Ecke in einer Clique enthalten. Denn im schlimmsten
Fall, wenn u isoliert ist, ist {u} schon eine Clique. Es ist ferner so, dafi Cliquen
sich iiberschneiden kénnen. In einem Kreis bilden je zwei benachbarte Punkte
eine Clique, mit Ausnahme des Kreises aus drei Punkten. Betrachten wir das
Problem, eine Landkarte so zu farben, dafl je zwei benachbarte Lander nicht
dieselbe Farbe erhalten. Dabei gelten zwei Lénder als benachbart, falls sie eine
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gemeinsame Grenze aus mehr als einem Punkt haben. FEine solche Farbung
solle gut heiflen. Wir konnen dies graphentheoretisch so deuten. Jedes Land
sei eine Ecke, und eine Kante ist ein Paar Lander, welche eine gemeinsame
Grenze haben. Offensichtlich entspricht nun einer guten Farbung eine Farbung
des zugehorigen Graphen, in welchen Punkte auf einer Kante jeweils unter-
schiedliche Farben haben. Dies ist gleichbedeutend damit, dafl in jeder Clique
alle Punkte unterschiedliche Farbe haben. Wir konnen dies auch so deuten. Eine
Féarbung mit n Farben ist ja nichts weiter als eine Partition der Eckenmenge in
n Mengen. Eine Partition heifle gut, falls jede Clique in eine Partitionsmenge in
hochstens einem Punkt schneidet. Die kleinste Zahl, fiir die eine gute Partition
der Eckenmenge existiert, heifit die chromatische Zahl des Graphen und wird
mit x(G) bezeichnet. Das Vierfarbensatz lautet nun wie folgt:

Fir jeden planaren Graphen G ist x(G) < 4.

Daf dies eine addquate Formulierung ist, muf8 man sich allerdings iiberlegen.
Denn man muf zeigen, dafl jedem planaren Graphen eine Landkarte zugeordnet
werden kann und jeder Landkarte ein planarer Graph. Das ist nicht schwer,
wollen wir jedoch nicht tun. Aus dem Satz von Kuratowski folgt tibrigens, dafl
in einem planaren Graphen keine Clique mehr als vier Element hat; dies macht
die Behauptung zumindest plausibel. Bewiesen wurde dieser Satz allerdings erst
in den siebziger Jahren mit Hilfe eines Computers! Der Beweis ist (bis jetzt)
sehr aufwendig. Wir zeigen folgenden einfachen Satz:

Satz 0.82 Es sei G = (E,K) ein endlicher Graph und v das Mazimum aller
d(u), w € E. Dann gilt x(G) <~ + 1.

Beweis. Es sei E = {z; : 1 < i < n}. Wir wahlen nun induktiv eine Farbe
fir die ;. x; bekommt eine beliebige Farbe. Seien x1,..., z; bereits gefarbt,
so betrachten wir ;1. x;41 hat héchstens v viele Nachbarn. Nicht alle von
ihnen sind bereits gefirbt. In jedem Fall gibt es aber eine Farbe f, welche kein
Nachbar von x;4; hat. Wir geben daher x;,, die Farbe f. Offensichtlich 1aft
sich auf diese Weise der gesamte Graph farben. Q. E. D. Der in dem Beweis
verwendete Algorithmus ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Greedy Algorith-
mus. Bei einem solchen Algorithmen wahlt man immer die lokal beste Losung,
und dennoch wird am Ende eine global optimale Losung erreicht. Ein weiteres
Beispiel fiir einen Greedy—Algorithmus ist der Algorithmus zur Bestimmung
eines Huffmann-Codes (siehe Teil 12).

I"J'bungen

UBUNG 41. Es bezeichne W, den Hyperwiirfel der Dimension n. Zeigen Sie:
W, ist induzierter Teilgraph von W,,;. Ebenso ist W,, auch Kontraktum von
Wit1.

UBUNG 42. In der Definition der Kontraktion wurde verlangt, daB der von
h~1(zx) induzierte Teilgraph zusammenhingend ist fiir jedes # € F. Wir wollen
sehen, was passiert, wenn dies Bedingung fallengelassen wird. Dazu sei eine

40



schwache Kontraktion von (EF, K)definiert als ein Paar (F, L) derart, dafl ein
h: E — F existiert mit L = h[K]. Zeigen Sie: jeder zusammenhéngende Graph
mit mindestens zwei Ecken ist schwache Kontraktion eines Kreises. Hinweis.
Wahlen Sie einen beliebigen geschlossenen Weg wqus . .. u, in &, der alle Kan-
ten mindestens einmal durchlduft. Da & zusammenhéngend ist, existiert solch
ein Weg (das miissen Sie nicht zeigen). Setzen Sie F':={1,2,...,r}. Nun muf
man L so definieren, dafl (F, L) ein Kreis ist, und eine Kontraktion h : F' — E
finden.

UBUNG 43. Es heifie & lose, falls jede Ecke den Grad 1 hat. Zeigen Sie: jeder
zusammenhingende Graph mit mindestens zwei Ecken ist schwache Kontrak-
tion eines losen Graphen. Hinweis. Verwenden Sie die vorige Aufgabe.

UBUNG 44. Zeigen Sie: der dreidimensionale Hyperwiirfel ist planar, der vierdi-
mensionale ist es nicht. Hinweis. Flr die letzte Behauptung wéhle man eine
beliebige Ecke, etwa P; := (0,0,0,0). Diese hat vier Nachbarn @1, Q2, @3 und
Q4. Zu je zwei @; und @} existiert ein gemeinsamer Nachbar R;; verschieden
von P;. Wiahle Rip, Ri3, R23 und Ras. Zeige nun: Kz 3 ist ein Minor des
Teilgraphen definiert auf diesen Ecken.

UBUNG 45. Zeigen Sie: der Hyperwiirfel der Dimension n ist bipartit fiir jedes
n. Hinweis. Betrachten die Menge aller Ecken ¥ mit d(Z, 0) gerade.

Teil 10. Graphen III. Matchings.

Definition 0.83 Es sei & = (S+T, K) ein bipartiter Graph. Ein Matching
ist eine Menge L C K derart, daf$ jede Ecke mit hochstens einer Kante aus L
inzident ist.

Alternativ dazu ist ein Matching ein Teilgraph (S + T, L), bei dem jede Ecke
hochstens den Grad 1 hat. Die Matching—Zahl m(®) ist die maximale An-
zahl aller Kanten eines moglichen Matchings von &. Ein Matching heifit ein
Maximum—Matching, falls die Anzahl der Kanten gerade m(®) ist. Wir fra-
gen uns nun, wann die Matching—Zahl gerade 45 ist. In diesem Fall nennen wir
das Matching ideal. Ist dann #S = T, so ist dann auch jedes Element von T
mit jedem Element aus S gematcht. Es muf ideale Matchings nicht geben (zum
Beispiel wenn S # §7"). Wann es sie gibt, dazu gibt es ein schénes Kriterium,
bekannt auch unter dem Namen Heiratssatz. Wir betrachten dazu eine Kante
als ein mogliches Heiratspaar. Bei der gegenwértigen Rechtslage entsteht dann
aus einer beliebigen Menge von Menschen ein bipartiter Graph. Ein Matching
entspricht dann einer Auswahl aus den mdglichen Heiratspaaren dergestalt, daf3
jeder einen Partner bekommt. In diesem Gewand ist vielleicht eher klar, warum
es ideale Matchings nicht geben mu$.

Sei A C S. Dann ist N(A) C T. N(A) war definiert als {v : wv €
K fiir ein u € A}.

Satz 0.84 Sei (S + T, K) ein bipartiter Graph. Genau dann ist m(®&) = 45,
wenn A < YN (A) ist fir alle A C S.
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Beweis. Zunichst einmal iiberlegen wir, dafl die Bedingung notwendig ist.
Dazu sei L ein Matching mit §L = #5. Dann existiert zu jedem u € S genau ein
v € T mit uv € L. Bezeichne v mit fr(u). Dann ist fr : S — T eine injektive
Abbildung nach Definition eines Matchings. Also ist, da ja N(A4) 2 fr[A] und
8fL[A] = tA, tN(A) > A. Nun zu der Behauptung, daff die Bedingung auch
hinreicht. Sei ein Matching L gegeben mit §L < #S. Wir zeigen: es gibt ein
Matching M mit §M > $L. Es existiert ein u(0) € S dergestalt, dal «(0) zu
keiner Kante aus L inzident ist. Immerhin existiert aber wegen N ({u(0)}) > 1
ein v(1) € T mit u(0)v(1l) € K. Angenommen, v(1) ist nicht gematcht in
L. Dann ist M := L U {u(0)v(1)} ein Matching mit §M > #L. Sei also v(1)
gematcht, etwa sei u(1)v(l) € L. Wiederum ist wegen N ({u(0),u(1)}) > 2
gesichert, daf} ein v(2) # v(1) existiert mit u(1)v(2) € K oder u(0)v(2) € K.
Ist v(2) nicht gematcht, so horen wir auf, ansonsten besorgen wir uns ein «(2)
mit u(2)v(2) € L. Wir kénnen so fortfahren, bis wir eine nichtgematchte Ecke
v(r) € T finden. Zu jedem v(i) mit 1 < ¢ < r existiert dann nach Kon-
struktion ein w(j) mit j < ¢ und u(j)v(i) € K. Wir haben also einen Weg
W = ?)(7'), u(jl)vv(jl)a U(jg), v(j2)a s au(jp)vv(jp)vu(o) mit ijrl =0< jp <
s < ja < J1 <1 =:jo, wobei jeweils u(j,)v(ja) € L und w(ja+1)v(ja) € K — L.
Es sei @ := {u(Jo+1)v(Ja) : 0 < a < p}, P :={u(ja)v(Jo) : 0 < a < p}. Dann
ist fP =p <p+1=14Q. Setze nun M := (L — P) U Q. Dies ist ein Matching
und M > L. Q. E. D.

Eine Variante des Matchingproblems ist das Auffinden einer sogenannten
Transversale.

Definition 0.85 EsseiS := {A1, Aa, ..., Ay} ein Mengensystem. Eine Trans-
versale von S ist einen Menge M = {my,ma,...,my} der Mdchtigkeit i,
derart, daf$ fir jedes j <k gilt m; € A;.

Man beachte, daf3 keine Transversale existiert, wenn eine der Mengen leer ist.
Dazu eine Interpretation. Wir nennen eine Funktion f: {1,2,...,k} — |JS =
U?zl A; eine Auswahlfunktion, falls f(j) € A; fiir all j < k. Solche Aus-
wahlfunktionen gibt es immer. Wir wollen aber eine Auswahlfunktion haben,
bei der f(i) # f(j) ist fir ¢ # j. Damit haben wir jedem A; eindeutig einen
Représentanten f (i) zugeordnet. Es ist damit allerdings nicht ausgeschlossen,
daB f(i) € Aj fur ¢ # j ist.

Satz 0.86 FEs sei S = {A1, Aa, ..., Ax} ein Mengensystem. Genau dann ex-
istiert eine Transversale von S, wenn fiir jedes P C {1,2,...,k} gilt §(U;cp Ai) >
iP.

Beweis. Definiere einen bipartiten Graphen wie folgt. S sei wie gegeben,
T:=US und K := {{4;,2} : ® € A;}. Dann ist & := (S + T, K) bipartiter
Graph. Eine Transversale S ist dann genau ein Matching von & mit Machtigkeit
#S. Dies existiert genau dann, wenn zu jedem P C S gilt {N(P) > #P. Aber
IN(P) ={r:x € ,cpAi}. Q. E.D.

Ist zum Beispiel A1 = @, so ist 417 = 0 < 1, also existiert laut dem Satz
keine Transversale. Wir sind allerdings die Antwort schuldig geblieben, wie grof3
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im allgemeinen Fall m(®) ist. Dazu definieren wir den Matching—Defekt eines
Graphen.

Definition 0.87 Es sei® = (S+T, K) ein bipartiter Graph. Der Matching—
Defekt von &, §(8), ist das Mazimum der Anzahlen §A — $N(A) fiir solche
A, wo fA > N (A) ist.

Da #@ > §N(@) = @, ist der Matching—Defekt immer definiert und Null genau
dann, wenn stets 4 < $N(A). Daher existiert ein Matching mit Machtigkeit
2S5 genau dann, wenn der Matching—Defekt Null ist.

Satz 0.88 Es sei & = (S + T,K) ein bipartiter Graph. Dann ist m(&) =
1S — 0(®).

Beweis. Gewif} kann in einem Matching L nicht L > #S — 6(®) sein. Denn sei
A C S so gewéhlt, dafl fA — N (A) = §(&). Dann konnen hochstens fA — 6(&)
Ecken aus A gematcht werden. Selbst wenn im giinstigsten Fall alle Ecken aus
S — A gematcht sind, existieren 6(®) ungematchte Ecken. Also L < A —
0(&) < S — 0(®). Wir zeigen nun, dafi das Maximum erreicht wird. Dazu sei
T* := TU D, wobei D eine zu T disjunkte Menge der Méchtigkeit §(®) ist.
Ferner sei K* := KU {ud : v € S,d € D}, " := (SUT*, K*). &* ist ein
bipartiter Graph. Es gilt N*(A) = N(A) U D. Also ist der Matching—Defekt
von &* gleich Null. Daher existiert ein Matching L* mit §L* = #S. Nun enthélt
L* genau §(®) viele Kanten mit einer Ecke aus D. Sei also L := L* N (SLQJT).
Dann ist L ein Matching mit §L = §L* — §(8) = 4S5 — 6(&), wie versprochen.
Q. E. D.

Als letztes noch eine andere Charakterisierung der Matching—Zahl. Wir
nennen eine Menge D C FE einen Trager des Graphen, falls jede Kante aus &
mit einer Ecke aus D inzident ist. Wir kdnnen in einem bipartiten Graphen zum
Beispiel D = S wahlen oder D = T'. Daher kénnen Tréager durchaus kleiner sein
als die Eckenmenge.

Satz 0.89 In einem bipartiten Graphen & gilt:
min{tD : D Trager} = max{#L : L Matching}

Beweis. Setze 7(®) := min{#D : D Trdger}. Es ist max{§L : L Matching} =
8S—6(6) =4S —fA+HEN(A) fiir ein gewisses A C S. Setze D := (S—A)UN(A).
D ist ein Trager von &. Denn sei k € K, etwa k =uv mitu € Sund v € T. Ist
u ¢ A, dann ist u € D. Ist andererseits u € A, dann ist v € N(A), also v € D.
Es gilt 4D = S — A +4N(A). (Beachte, dal A und N(A) disjunkt sind.) Also
ist 7(&) < m(B). Aber 7(®) < m(®) kann nicht gelten. Denn jeder Trager von
® ist auch Trager jeden Matchings von &. Ein Trager eines Matchings L hat
aber mindestens L Elemente. Q. E. D.

In dieser Formulierung hat dieser Satz die Form eines Minimum—Maximum
Prinzips. Solche Prinzipien sind héufig anzutreffen (zum Beispiel auch der Min-
imum Schnitt-Maximum Flu-Satz in dem néchsten Kapitel).

Wir beschlieflen diesen Teil mit einem anschaulichen Beispiel eines bipartiten
Graphen.
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Definition 0.90 Eine affine Ebene ist ein Paar (P,G), falls P eine Menge
ist, die Menge von Punkten, und G C p(P) die Menge der Geraden, und
ferner gilt: (1) je zwei (verschiedene) Punkte liegen auf genau einer Geraden;
(2) zu jeder Gerade g und jedem Punkt Q & g existiert genau eine Gerade h
mit Q € h und gNh = &; (3) je zwei (verschiedene) Geraden schneiden sich
in hochstens einem Punkt; (4) eine Gerade enthdlt mindestens 3 Punkte; (5) es
gibt mindestens drei Geraden. g ist parallel zu h, g =h oder gN'h = .

Wir konnen eine affine Ebene als bipartiten Graphen schreiben mit S := P,
T:=G,und K:={Qg: Q€ P,geT,Q € g}. Fiir Q € S ist N(Q) gerade das
sogenannte Geradenbiindel durch Q.

Satz 0.91 Es sei (P, G) eine affine Ebene. Dann gilt fiir alle Punkte Q und alle
Geraden g: $N(Q) = g + 1. Ferner gilt fiir alle Punkte Q, Q’, daff $N(Q) =
EN(Q'), und es gilt fir je zwei Geraden g,¢’, daf$ $g = g’

Beweis. Die erste Behauptung zeigt die anderen. Denn es ist fiir beliebige
Punkte @, Q" und beliebige Geraden g und ¢’, daBl N (Q) =g+ 1 =i{N(Q’') =
g’ + 1. Also N (Q) = #N(Q’) sowie g = fig’. Es bezeichne QR die Gerade,
welche sowohl @ als auch R enthilt. Sei QQ ¢ g. Es existiert nun genau eine
Gerade h € N(Q) und h N g = @. Dann ist R — QR eine Bijektion zwischen
g und N(Q) — {h}. Nun benétigen wir noch eine Bijektion zwischen g und
N(Q) — {h} in dem Fall, wo @ € g¢. In diesem Fall wé&hlen wir » = ¢g. Nun
wéhlen einen Punkt T ¢ g und nennen f die durch T gehende, zu g parallele
Gerade. Ferner sei U ein Punkt nicht auf g oder h und k eine Gerade durch
U. Man verschalte nun die Bijektionen N(Q) — {g} — h — N(U) — {k} — g¢.
Q. E.D.

I"Jbungen

UBUNG 46. Berechne §(®) fiir den n-dimensionalen Hyperwiirfel. Dieser ist
namlich bipartit. Geben Sie auch einen Trager dieses Graphen an.

UBUNG 47. Berechnen Sie die Anzahl der Elemente eines kleinsten Trigers
eines vollstandigen Graphen.

UBUNG 48. Zeigen Sie: in einem Graphen & liegt 7(®) := min{#D : D Triger}
irgendwo zwischen 0 und $F£ — 1. Finden Sie Graphen, fiir die 7(&) = 0, 1
beziehungsweise 7(®) = £ — 1 ist.

UBUNG 49. Es sei p eine Primzahl. Betrachte die Menge P aller Paare (x,v)
von Resten modulo p; diese seien die Punkte. Setze G die Menge aller Mengen
von der Form {(i;) + )\(z;) : 0 < X < p}. Diese seien die Geraden. Zeigen Sie:
ist p > 2, so ist IFZ := (P, G) eine affine Ebene. Hinweis. Zeigen Sie in jedem
Fall (4) und (5), aber nur eines von (1), (2) und (3). Fiir Extrapunkte kann
man selbstverstandlich auch mehr zeigen.

UBUNG 50. Zeigen Sie, daff der Petersen—Graph nicht bipartit ist. Zeigen Sie
ferner, daf es einen Trager aus 6 Ecken gibt. (Dieser ist auch minimal, wie man
zeigen kann.)
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Teil 11. Graphen IV. Netzwerke und Fliisse.

Definition 0.92 Ein Paar (E,K) heifit gerichteter Graph, falls E eine
nichtleere Menge (die Menge der Ecken) und K C E x E eine Menge von
Kanten. Ist k € K und k = {u,v), so heifit k= := u die Anfangsecke und
kT := v die Endecke von k.

Zu einer Ecke u € E setze N~ (u) := {v : (u,v) € K} und N*(u) := {v: (v,u) €
K}. Ebenso ist N~ (S), NT(S) fir S C E definiert. Der (Vorwérts—)Transit
von S ist die kleinste Menge 7" mit S C T und 7' C N~ (T). Analog ist der
Riickwértstransit definiert. Der Ingrad von u ist d*(u) := §N*(u) und der
Ausgrad d~ (u) := N~ (u). Ist der Ingrad von u Null, so heifit u eine Quelle;
ist der Ausgrad von u gleich Null, so heiflit u eine Senke.

Satz 0.93 In einem gerichteten Graphen gilt

dodtw) = d (u) =K

uekr ueklk

Der Beweis ist einfach. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist £ = {1,2,...,n}.
Falls gilt, dafl nicht zugleich (u,v) € K und (v,u) € K fiir verschiedene u, v,
sowie (u,u) ¢ K fiir alle u € K, so kénnen wir fiir & kénnen eine n x n—
Inzidenzmatrix J(®) = (b;;);; definieren durch

1 falls (6,) € K
bij = -1 falls <j,Z> c K
0 falls (1), (7.1) ¢ K

Es ist nicht schwer zu sehen, daB$ Y7 | b;; = 0 sowie Y.~ ; bj; = 0 fiir alle i gilt
sowie J(8)T = —J(8). Hierbei ist J(&)T := (b;;);;. Wir machen jedoch im
Folgenden keine Einschrankungen an &.

Definition 0.94 Ein Netzwerk tiber R ist ein Qaudrupel ((E,K),p,q,),
wo (E,K) ein gerichteter Graph, p,q € E und v : K — R eine Funktion mit
v(k) >0 fiir alle k € K. p heift die Quelle und q die Senke des Netzwerks
und v die Kapazitat.

Analog wird ein Netzwerk tiber Ny defininiert. Die Idee hinter dieser Definition
ist diese. In einem System von Kanélen (Leitungen, Strafien) hat jeder Weg seine
charakteristische Kapazitit (Leitfahigkeit). Wir wollen uns damit beschéftigen,
wie man Fliisse in einem solchen System beschreiben kann und werden seine
maximale Auslastung bestimmen. Dies ist bei Transportproblemen aber auch
beim Auslegen von Schaltkreisen eine sehr wichtige Angelegenheit. Ein Fluf3
ist eine Funktion f : K — R mit f(k) > 0 fur alle k € K. Gegeben f, definiere
df durch
@f)(w) =Y f(k)= Y f(k)
kt=u k—=u

Die Funktion df mifit in jedem Punkt die Differenz zwischen dem Einflufl und
Ausflul. Dies ist der sogenannte Nettofluf3.

45



Definition 0.95 Fin Fluf$ in einem Netzwerk (E, K) mit Quelle p, Senke q
und Kapazitit v heifit zuldsstg, falls

1. 0 < f(k) < ~(k) fir alle k € K.
2. (0f)(u) =0 fir allew e E—{p,q}.

Gegeben ein zuldssiger Flufl kénnen wir uns fragen, wie hoch der Gesamtdurch-
fluf} ist. Dies ist gleich dem gesamten Flufl aus p, der Quelle, oder genau gleich
dem gesamten Flufl in die Senke ¢q. Denn es ist

0= (0f)(z) = 0f)(p) + (0f)(0)

el

Daher ist also (0f)(q) = —(9f)(p). Wir nennen w(f) := —(9f)(p) den Wert
des Flusses f. Die Frage, die sich stellt, ist nun, wie grof3 der Wert eines Flusses
sein kann.

Definition 0.96 FEs sei ein Netzwerk gegeben aus (E, K), der Quelle p, der
Senke q und der Kapazitat v. Es sei E = X UY mit XNY =0, p e X
und q € Y. Das Paar (X,Y) heifst dann ein Schnitt. Die Kapazitdt des
Schnittes, ¢(X,Y), wird errechnet durch

oX,Y) = Z ~v(k)

k—eX,ktey

Satz 0.97 FEs sei ein Netzwerk gegeben, f ein zuldssiger Fluff und (X,Y) ein
Schnitt dieses Netzwerkes. Dann gilt

w(f) < e(X,Y)

Beweis. Fiir eine Partition (A4, B) sei S(A,B) :={ke€ K : k= € A,k™ € B}.
Es gilt nun
w(f) = @f)(q) = Y 0f)(w)
ueyY

Es ist ja (0f)(u) die Differenz zwischen )., f(k) und >, . f(k). Wir
kénnen also in (9f)(u) zwei Sorten Kanten entdecken: solche, deren beide Ecken
in Y liegen, und solche, deren eine Ecke in X und deren andere Ecke in Y liegt.
Der Beitrag einer Kante der ersten Sorte taucht in der obenstehenden Summe
einmal positiv und einmal negativ auf, und so kann man die Beitrdge dieser
Kanten weglassen. Also ist

wf)= . f)- DY fR< D fR< D k) =cXY)
)

keS(X,Y) keS(Y,X kES(X,Y) keS(X,Y)

Dies zeigt die Behauptung. Q. E. D.
Ohne Beweis stellen wir folgenden Satz vor.

46



Satz 0.98 FEs sei N ein Netzwerk. Dann gilt
min{c(X,Y) : (X,Y) Schnitt} = max{w(f) : f zuldssiger Fluf}

Dieser Satz gilt im Ubrigen auch fiir Fliisse iiber No. In diesem Fall existiert
ein maximaler Flufl mit f(k) € Ng. Wir leiten daraus den Satz 0.89 her. Sei
ein bipartiter Graph & := (S + T, K) gegeben. Seien p und ¢ neue Elemente.
Dann setzen wir &* := (S + T + {p, ¢}, K*), wobei K* := K U {(p,u) : u €
StU{(v,q) : v € T}. SchlieBlich sei y(k) := 1 fiir jede Kante. Dann ist &* mit p
als Quelle und ¢ als Senke und Kapazitét v ein Netzwerk iber Ng. Ein zuléssiger
Flufl in diesem Netzwerk ist dann immer eine Funktion f : K* — {0,1}. Da
fir eine Ecke u € S stets (0f)(u) = 0 ist, so gibt es hochstens ein v € T' mit
(u,v) € K* (und somit (u,v) € K), sodal f({u,v)) = 1. Wir bekommen also
ein Matching M (f) fiir diesen FluB. Sei umgekehrt ein Matching L gegeben.
Setze fr((u,v)) := 1 genau dann, wenn uv € L (es sei also fr,({u,v)) := 0 falls
wo &€ L); fr({p,u)) := 1 genau dann, wenn u gematcht ist und fr({v,q)) :=1
genau dann, wenn v gematcht ist. Dies definiert einen zulédssigen Fluf}, wie
man leicht sieht. Sein Wert ist genau L. Diese Zuordnung zwischen zuléssigen
Fliissen und Matchings ist bijektiv, und wir haben L < #L’ genau dann, wenn
fo(k) < fr (k) fir alle k € K* (genau dann, wenn fr (k) < fr.(k) fiir alle k €
K). Es folgt, dafl ein Matching genau dann maximal ist, wenn der zugeordnete
Fluf} ein maximaler zulassiger Fluf} ist. Wir haben jetzt also

max{w(f) : f Fluf§ in &*} = max{#L : L Matching in &}

Um nun abzuleiten, dafl die minimale Kapazitit von Schnitten in &* gleich der
minimalen Gréfle von Tragern von & ist, miissen wir etwas genauer hinsehen.
Sei dazu A C S. Wir setzen dann o(A4) = (X(A),Y(A)), wobei X(A) :=
{p}UAUN(A) ist und Y(A4) :={q} U (S — A) U (T — N(A)). Dies ist sicher
ein Schnitt. Berechnen wir seine Kapazitat. Die Kapazitdt des Schnitts ist die
Anzahl der Kanten von X (A) nach Y (A). Man sieht sehr leicht, daf es genau
8(S — A) + N (A) Kanten gibt. Nun definieren wir auch einen Tréger, ndmlich
T(A) := (S — A)U N(A). Dafl dies ein Tréger ist, sicht man so. Eine Kante in
& ist entweder (a) in A x N(A) oder (b) (S — A) x T. In beiden Féllen ist sie
mit einer Ecke aus 7(A) inzident. Dieser Trager hat genauso viele Elemente,
wie die Kapazitit von o(A) angibt.

Es ist nun so, daf nicht alle Schnitte von der Form o(A) sind und nicht
alle Trager von der Form 7(A4). Wir miissen also zeigen, dafi wenigstens ein
minimaler Schnitt bzw. Trager diese Form hat. Fiir Tréger ist dies leicht zu
sehen. Sei U ein minimaler Triger. Setze A := S —U. Dannist SNU =5 — A.
Da U Trager, mul nun gelten: U NT D N(A). Denn jede Kante, die mit
einem Punkt aus A inzident ist, mufl mit einem Punkt aus U inzident sein,
und dieser kann nur aus N(A) stammen. Sicher gibt es fiir jedes u € N(A)
eine solche Kante, und daraus folgt U NT O N(A). Daher gilt jetzt: U 2D
7(A). Falls also U minimal ist, gilt sogar U = 7(A). Es ist also sogar jeder
minimale Trager von & von der Form 7(A). Nun sei (X*,Y™*) ein Schnitt von
®* mit minimaler Kapazitiat. Dann setze A := X* N S. Wir zeigen, dafl o(A)
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die gleiche Kapazitdt hat wie (X*,Y*). Sind diese Schnitte nicht gleich, so
existiert entweder (a) ein Punkt y € Y* N T, der auch in N(A) ist oder (b) ein
Punkt © € X* N T, der nicht in N(A) ist. Wir zeigen zunéchst, da§ (b) nicht
eintritt. Denn wenn z € (X*NT) — N(A), so ist (X**,Y**) definiert durch
X* = X* — {2z} und Y** := Y* U {z} ein Schnitt mit geringerer Kapazitét.
Also X*NT C N(A). Sei also (a) der Fall. Dann sei X** := X* U {y},
Y** :=Y* — {y}. Dann hat (X**, Y**) hochstens die Kapazitdt von (X*,Y™*).
Also haben, nach Voraussetzung, beide die gleiche Kapazitiat. Also existiert
ein Schnitt (X*, Y*) minimaler Kapazitit derart, dal Y* disjunkt zu N(A) ist.
Da dann auch X*NT C N(A) gelten muB, ist dann X*N7T = N(A), und so
(X*,Y*) = 0(A) mit A := X*NS. Dies zeigt nun, daBl es minimale Schnitte
der Form o(A) gibt. Daraus folgt jetzt

max{w(f) : f Fluf§ in &*} = max{#L : L Matching in &}
Wegen Satz 0.98 gilt
max{w(f): f Fluf in &} = min{c((X,Y) : (X,Y)Schnitt von &*}
und damit
max{L : L Matching in &} = min{T : T Trager von &} .

und das ist die Aussage von Satz 0.89.

I"Jbungen
UBUNG 51. Es sei folgender bipartiter Graph gegeben.

Bestimmen Sie das zugehorige Netzwerk &*. Geben Sie einen Flufl maximalen
Werts an sowie einen Schnitt minimaler Kapazitat. Bestimmen Sie daraus ein
maximales Matching und einen minimalen Trager.

UBUNG 52. Es sei & = (E,K) ein gerichteter Graph. Dann sei u(®) :=
(E,{uv : (u,v) € K}). u(®) ist der durch & definierte ungerichtete Graph.
Gegeben $), wie viele & gibt es mit u(&) = H?

UBUNG 53. Zeigen Sie, daB8 es & und § gibt derart, daB u(®) und «($)) isomorph
sind, nicht aber & und .
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UBUNG 54. Es sei ® ein Netzwerk iiber R, mit Quelle p Senke ¢ und Kapazitit
. Zeigen Sie: ist f und g ein zuldssiger Fluf}, so auch h := Af 4+ (1 — \)g, wobei
0 < A < 1. Man berechne den Wert des Flusses. Zeigen Sie, dal h maximal ist,
wenn es sowohl f als auch ¢ sind.

UBUNG 55. Bestimme einen maximalen Fluf von ¢ nach s in dem folgenden
gerichteten Graphen. Die Zahlen an den Kanten bezeichnen die Kapazitét.

Hinweis. Versuchen Sie zunéchst einmal, einen niedrigen Wert fiir die Kapazitat
eines Schnittes zu erreichen. Falls Sie glauben, einen minimalen Wert erreicht
zu haben, versuchen Sie, einen zulassigen Flufl mit diesem Wert zu finden.

Teil 12. Codierung I. Datenkompression.

Das Material zu den folgenden drei Teilen stammt aus R.-H. ScHuLz: Co-
dierungstheorie, Vieweg Verlag, 1991. Vordergriindig geht es bei der Codierung
darum, eine Nachricht (Quelltext) in einer gewissen Form umzuschreiben (also
nicht, ihn in eine andere Sprache zu iibersetzen); dabei erhélt man den Zieltext.
Dabei kann dies aus mehreren Griinden geschehen; einerseits, weil der Quell-
text in seiner gegebenen Form nicht aufgenommen werden kann (zum Beispiel,
weil wie im Computer das gewohnliche Alphabet nicht vorhanden ist), weil der
Quelltext gekiirzt werden kénnte (man sagt, er sei redundant), weil bei der
Ubertragung Fehler auftreten konnen, und schlieflich, weil ein Fremder den
Text lesen kénnte und man das nicht immer will. Je nach Umstand und je nach
dem, was man vermeiden mochte, sind also ganz verschiedene Techniken der
Codierung gefragt.

Definition 0.99 Ein Code mit Quellalphabet A und Zielalphabet
B ist ein Paar {(p,v) von berechenbaren Funktionen mit ¢ : A* — B* und
Y @ B* — A* U {t} derart, daf (1) ¢ o p(Z) = & fir alle & € A*, (2)
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W(y) =t fiir alle i, welche nicht von der Form o(¥) sind. ¢ heift die Ver-
schliisselungsvorschrift undy die Entschliisselungsvorschrift.
7 € B* heifit Codewort, falls ein ij € A* existiert mit p(¥) = .

Haben wir einen Code (y, 1), so sagen wir, dafl wir Zeichenreihen tiber A durch
Zeichenreihen tiber B codieren. Es ist klar, dafl ¢ injektiv und « surjektiv (auf
B*) sein mufl. Die Definition verlangt nicht, dal das Codieren oder Decodieren
einfach sein mufl. In der Tat sind gerade die Methoden zur Datenkompression
oder auch die fehlerkorrigierenden Codes nicht ganz einfach zu handhaben (wenn
auch algorithmisch nicht besonders schwierig). Da es jedoch nicht einfach ist zu
sagen, was eine leichte oder eine schwere Vorschrift ist, haben wir dies aus dem
Spiel gelassen. Die einfachste Rechenvorschrift ist zweifellos das zeichenweise
Ubersetzen. Wie schon in Teil 4 angedeutet, kann man Alphabete ineinander
iibersetzen, wenn sie nur mindestens zwei Zeichen enthalten. Seien ndmlich A, B
endliche Alphabete und v : A — B*. Dann existiert genau ein Homomorphismus
7: A* — B*. Wie kann man nun 7 umkehren?

Satz 0.100 Es sei v : A — B*. Es gebe keine zwei Zeichen a,a’ € A mit
a # o derart, daff v(a) ein Prafix von v(a’) ist. Dann existiert eine berechenbare
Umkehrabbildung 1 : B* — A* U {#} von v.

Beweis. v ist injektiv. Denn sei & = z122...2, € A" und ¥ = y1y2...yn €
A* sowie 7(Z) = v(y). Dann ist v(zq) ein Prifix von 7(y) und so entweder
v(x1) Prafix von v(y1) oder v(yp) Prifix von v(zp). Daher 7 = y; und so
T(Las ... Tm) = U(Y2ys .. Yn). Wiederholt man diese Argument, bekommt
man m = n und £ = y. Wie sieht nun die Riickiibersetzung aus? Das Ver-
fahren ist denkbar einfach. Wir betrachten ¢ € B*. Sei § = y1y2...y,. Wir
betrachten dasjenige ¢ mit y1ys2...y; = v(a) fir ein a € A — sofern dieses ex-
istiert. Existiert es nicht, sei ¢(¢) := . Existiert es, sei 1 := a, und es sei
7' = Yit1Yit2 - .. Yn. Fahre mit 4! fort und berechne so 5, 4> und so weiter.
Das Verfahren endet entweder damit, daf3 alle Zeichen gelesen sind und eine
Zeichenkette x1xs ...z konstruiert ist, oder dafl § ausgegeben wird. Im ersten
Fall sieht man sofort, dal 7(Z) = ¢. Im zweiten Falle existiert keine Zeichenkette
in A*, deren Bild 3 ist. Q. E. D.

Wir sagen, eine Abbildung v : A — B* habe die Priafixeigenschaft, falls
fur alle a,a’ € A mit a # o gilt: v(a) ist nicht Prafix von v(a’). Die bil-
ligste Variante, die Préafixeigenschaft sicherzustellen, ist die Codierung durch
gleichlange Blocke im Zielalphabet. Ein Beispiel ist der ASCII-Code. Das Aus-
gangsalphabet besteht aus 128 Zeichen, das Zielalphabet aus nur zwei, 0 und 1.
Jedem Zeichen aus A ordnen wir eine Folge iiber {0,1} der Lénge 7 zu. Diese
Zuordnung ist bijektiv. (In Wirklichkeit besteht der Code aus 8 Zeichen, aber
nur 7 werden gebraucht; das achte Zeichen ist das sogenannte Priifbit. Damit
werden wir uns noch befassen.)

Diese Verfahren ist relativ einfach zu handhaben, hat aber einen Nachteil:
die tibersetzten Texte sind oft ldnger als notig. Dies ist relevant immer dann,
wenn man Texte abspeichern mochte und Platz knapp ist. Um das genauer
darzustellen, iiberlegen wir uns, dafl die Zeichen unseres Alphabets nicht mit
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der gleichen Haufigkeit auftreten. Zum Beispiel ist der Buchstabe ‘e’ der bei
weitem haufigste Buchstabe. Es ist also plausibel, dafl ein Code, der ‘e’ ein
relative kurzes Wort iiber B zuweist, im Durchschnitt kiirzere Texte erzeugt
als ein anderer Code, der dies nicht tut. Wir nehmen nun an, wir hatten fir
jedes Zeichen aus A die Wahrscheinlichkeit p(a) seiner Auftretens in einem be-
liebigen Textes ermittelt. Die beste Codierung im Falle, dafl B = {0,1}, ist
die Codierung von Huffman. Man geht so vor. Seien a; und as diejenigen
Buchstaben mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit. Ist A = {a1, a2}, so setze
v(ay) := 0 und v(az) := 1. Ansonsten sei v(a1) := £0 und v(az) := Z1 fiir ein
noch zu bestimmendes #. Ersetze A durch Al := A — {ay,a2} U {Z}, wobei
Z ein neues Zeichen ist. Ferner sei p'(b) := p(b), falls b € A — {a1,a2} und
p'(Z) := p(a1) + p(az). Verfahre nun mit A' und p' wie mit A und p. Dies
ergibt eine Vorschrift v! : A — {0,1}*. Setze 7 := v!(2).

Ein Beispiel. Es sei A = {a,b,¢,d} und p(a) = 0,4, p(b) = 0,3, p(c) = 0,2
und p(d) =0, 1.

a b c d
0,410,3|0,2]0,1

Im ersten Schritt finden wir v(d) = #0 und v(c) = #1. A' := {a,b,Z} mit
p'(Z) = 0,3. Nunsind cund Z die Zeichen mit geringster Auftretenswahrschein-
lichkeit. Also ist v*(Z) = %0 und v!'(b) = 71. Nun sei A? := {a, W}, p*(W) =
0,6. Setze nun v%(a) := 0, v3(W) := 1. Es ist dann v'(Z) = v*(W)0 = 10,
v(b) = v2(W)1 = 11 und schlieBlich v(c) = v1(Z)1 = 101, v*(Z)0 = 100.

a — 0

b — 11
c — 101
d — 100

Es sollte klar sein, dafl dieses Verfahren nicht eindeutig ist. Oft hat man im Ver-
laufe der Berechnung eine Wahl, einerseits in der Zuweisung von 0 und 1 und
wenn zwei gleiche Wahrscheinlichkeiten auftreten. Der Algorithums zur Er-
stellung eines Huffmann—Codes ist also greedy: die in jedem Schritt giinstigste
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Losung sichert das optimale Ergebnis. Wir teilen ohne Beweis mit, daf} die
Huffman-Codierung optimal in dem Sinne ist, dafl die Zieltexte im Durchschnitt
am kiirzesten sind. Dies gilt allerdings nur, wenn die Auftretenswahrschein-
lichkeit der Buchstaben im Quelltext wie angegeben ist und die Quelle, wie
man sagt, kein Gedéachtnis hat. Die Huffman—Codierung mufl also nicht die
beste Codierung iiberhaupt sein (falls es so etwas gibt). Eine Moglichkeit der
Verbesserung ist die sogenannte Blockcodierung. Wir fiigen zu A ein Symbol
hinzu. Es sei ferner n eine natiirliche Zahl, mindestens 1. Ein Quelltext wird
von links nach rechts in Blocke der Lange n geteilt. Geht dies nicht ganz auf (das
heifit, seine Lange ist kein Vielfaches von n), so fiillen wir den Quelltext am Ende
mit $ auf. (Nur dafir miissen wir < einfiihren. Da in der normalen Sprache
ein Symbol existiert, das man ohne Schaden hinzufligen kann — n&mlich das
Leerzeichen —, entfiillt die Notwendigkeit eines gesonderten Zeichens ¢».) Nun
tibersetzen wir anstelle von Buchstaben aus A, Blocke iiber AU {{} der Lange
n. Hat A k Zeichen, so haben wir insgesamt (k + 1)™ Blocke zu tibersetzen.
Der Witz ist nun, dafl wir dies wieder mit Hilfe der Huffman—Codierung tun
konnen. Warum sparen wir dabei? Es stellt sich heraus, dal die Haufigkeit
des Auftretens eines Einzelzeichens auch von dem Kontext abhéngt, in dem es
auftritt. Zum Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, dafl nach ‘e’ erneut ‘e’ auftritt,
sehr klein, obwohl ‘e’ ja sehr haufig ist. Wir sprechen in diesem Zusammenhang
davon, die Quelle habe ein Geddchtnis.
Betrachten wir erneut unser Alphabet A = {a,b, ¢, d}. Sei p wie folgt

aa ab ac ad ba bb be bd
0,16 | 0,12 | 0,08 | 0,04 | 0,12 | 0,09 | 0,06 | 0,03
ca cb cc cd da db dc dd
0,08 | 0,06 | 0,04 | 0,02 | 0,04 | 0,03 | 0,02 |0,01

Wir ignorieren zunéchst das zusétzliche Symbol. Man findet folgende Codierung
w

aa ab ac ad ba bb be bd
100 | 111 | 1010 | 0111 000 010 0010 | 11010
ca cb cc cd da db dc dd
1011 | 0011 | 11001 | 01101 | 11000 | 01100 | 110110 | 110111

Wieso hat man nun damit etwas erreicht? Wir definieren dazu die sogenannte
mittlere Wortlange. Diese sei

U(v) := Y pla) - €(v(a))

acA

wobei £(v(a)) die Lange der Folge v(a) ist. Es gilt fiir den Blockcode

l(w)= 155-{3-(16+12+12+9)+4-(8+8+6+6+4)+
5-(4+4+3+34+2)+6-(2+1)}

3,73
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Da wir aber Blocke der Lénge 2 haben, so ist die mittlere Lange bezogen auf
{a, b, ¢, d} genau die Hilfte, also 1,865. Im Falle der Ausgangscodierung bekom-
men wir ﬁ-{1-40+2-30+3~20+3-10} = ﬁ -190 = 1,9, also leicht schlechter
als bei der Blockcodierung.

Nun wollen wir uns dem vernachlissigten Symbol {» zuwenden. Man iiberlege
sich, dafl von den neun Zweierblocken, die man mit <) und dem alten Alpha-
bet zusétzlich erhdlt, nur vier braucht, ndmlich a<}, b, ¢ und d<{. Die
anderen habe jeweils Wahrscheinlichkeit Null des Auftretens. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Zweierblock anzutreffen? Da er nur am
Ende auftritt, hangt dies von der Lange des Textes ab. Falls die iibertragenen
Texte nur hinreichend grof} sind (zum Beispiel dreihundert Zeichen), so sinkt die
Summe der Wahrscheinlichkeit fiir alle vier Blocke unter die kleinste Wahrschein-
lichkeit, in diesem Falle also 0,01. Man kann sich dann iiberlegen, dafl der
Huffman—Code sich nur fir dd &ndert. Insgesamt sieht eine mogliche Variante
dann so aus.

dd add b c$ <
1101111 | 110111000 | 110111001 | 110111010 | 110111011

Fiir natiirliche Sprache ist die Blockcodierung nicht die beste Form der Codierung.
Es stellt sich heraus, dafl man die Blocke in der Lange variabel machen muf}. Die
50 haufigsten Worte machen immerhin 50 % eines durchschnittlichen Textes aus,
sodaf} es sich offensichtlich lohnt, fiir diese jeweils einen Block zu reservieren.
Ansonsten tut man gut daran, Silben als Blocke zu nehmen. Wir wollen das
jedoch nicht weiter verfolgen. Eine ganz andere Form der Codierung mufl man
wahlen, wenn die Quelltexte deutlich anderer Natur sind. Ein Beispiel sind
die Pixel-Codierung von Buchstaben. Um Buchstaben zu drucken, werden sie
in winzige Punkte zerlegt, die entweder schwarz oder weifl sind. Diese Punkte
heiflen Pixel. Ein Buchstabe (als materielles Zeichen) ist also eine Bitsequenz,
welche die Farbe des jeweiligen Pixels angibt. Es stellt sich heraus, dafl die
Farbe des folgenden Pixels in der Sequenz mit hoher Wahrscheinlichkeit der des
vorangegangenen Pixels gleich ist. Daher kann man Pixelfolgen am zum Beispiel
dadurch codieren, dafl man sie als Zahlenfolgen n1,no, ..., ng codiert, wobei ny
die Anzahl der ersten weiflen Pixel, ny die Anzahl der folgenden schwarzen Pixel,
ng die Anzahl der darauffolgenden weiflen Pixel und so weiter. Wir verlangen
noch, dafl alle n; > 0 fiir ¢ > 1. Es gibt natiirlich viele andere Moglichkeiten. Es
ist aber klar, dafl man bei der Datenkompression immer damit beriicksichtigen
muf}, um welchen Typ Daten es sich handelt.

I"J'bungen

UBUNG 56. Es sei ¢ : A* — B* eine surjektive berechenbare Funktion. Kon-

struieren sie eine Berechnungsvorschrift fiir ¢ =!. Damit ist also (p, 1) ein

Code.
UBUNG 57. Zeigen Sie, daff der Huffman-Code die Prifixeigenschaft hat.
UBUNG 58. Es sei (p,1)) ein Code mit ¢ : A* — B*, (¢',4’) ein Code mit
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¢ : B* — C*. Konstruieren Sie eine Berechnungsvorschrift ¢ : C* — A* U {#}
derart, dafl das Paar (¢’ o ¢, () ein Code ist. Anmerkung. Dieser Sachverhalt
begriindet unter anderem die géngige Praxis, mehrere Datenkompressionsver-
fahren zu kaskadieren. In UNIX kann man zum Beispiel erst mit tar ein Archiv
aus vielen Dateien kreieren und es dann mit compress oder zip komprimieren.
Man iiberlege sich anhand der Ubungsaufgabe, warum es sinnvoll ist, da die
Datenkompressionsprogramme an den Dateinamen eine Erweiterung (. tar oder
.Z oder .gz) anhéngen.

UBUNG 59. Es sei 4 > 1. Der Huffman-Code hat folgende Eigenschaft. Zu
jedem Wort & € B* existiert ein a € A und ein Suffix ¢ von p(a) derart, dafl £y
ein Codewort ist.

UBUNG 60. Man konstruiere einen Huffman-Code fiir folgende Wahrschein-
lichkeiten.

Al B|] C|] D] E| F| G| H
0,08 0,16 | 0,08 | 0,06 | 0,10 | 0,07 | 0,07 | 0,05
Il J| K| L] M] N| O] P
0,13]0,03 [ 0,01 | 0,02 0,07 | 0,03 ] 0,03 | 0,01

Teil 13. Codierung II. Sicherheit.

Codierung kann auch einem anderen Zweck dienen, némlich, die korrekte Uber-
tragung von Daten zu gewéhrleisten. Man iiberlege sich, dafl es ziemlich leicht
vorkommen kann, dafl die urspriingliche Nachricht nicht korrekt tibermittelt
wird. Bei der Ubertragung durch eine Leitung oder die Luft kann es zu at-
mosphérischen Stérungen kommen; wenn wir einen Text niederschreiben oder
in einen Rechner eintippen, machen wir gewisse Fehler. Das kann empfindliche
Konsequenzen haben, und man sucht deshalb, dies zu vermeiden. Dies geschieht
dadurch, dafl der Code nunmehr zwei Teile enthélt, einen, der zur Erstellung des
Quelltextes dient, einen anderen, der die korrekte Ubertragung sichert. Dabei
bieten sich grundsitzlich zwei Losungen an. (1.) Man ist daran interessiert,
auftretende Fehler so oft wie moglich selbsténdig reparieren zu kénnen oder (2.)
man ist lediglich an der Identifikation von Fehlern interessiert. Das zweite Ver-
fahren bietet sich immer dann an, wenn man interaktiv arbeitet, also im Notfall
den Zieltext nochmals besorgen kann. Das erste bietet sich an, wenn man mit
dem einmal gesendeten Zieltext auskommen mufl. Grundsétzlich ist klar, daf
man nicht alle Fehler ausschalten kann. Ein Text kann mit gewisser Wahrschein-
lichkeit so verunstaltet werden, dafl eine Rekonstruktion ohne Kenntnis des
Quelltextes unméglich ist. Daher reduzieren wir das Problem wie folgt. Wir
betrachten Blockcodierungen mit fester Blocklange n. Ferner habe jedes ¢(&%)
fiir einen Block & die gleiche Lange. Jedem Block & wird ein zunéchst ein Code-
wort o(Z) zugeordnet und anschliefilend ein sogenanntes Kontrollwort ~(Z).
Das vollsténdige Codewort ist dann ¢ (Z)y(Z). Wir wollen (%) so gestalten, daf
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im Falle (1.) lediglich ein Fehler repariert werden kann, im Falle (2.) lediglich
ein Fehler erkannt wird.

Im Folgenden wird es sich als niitzlich erweisen, wenn wir den Buchstaben des
Quellalphabets A sowie des Zielalphabets B jeweils natiirliche Zahlen zuordnen.
Dann diirfen wir sogar ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf}
A, B C Ny ist. Sehr oft macht es zum Beispiel so, dal A die Zahl 1, B die Zahl
2, C die Zahl 3 erhélt — und so fort.

Wir wollen uns zunéchst mit dem Problem der Fehleridentifikation befassen.
Das simpelste Verfahren ist das Verfahren des Kontrollbits. Wir betrachten
eine Codierung tiber {0,1}. Es bezeichne

QW) :=y1+y2+...yn (mod 2)

die sogenannte Quersumme. Zum Beispiel sei v(Z) so gewéahlt, daf

Qp(@N(7)) = Qp(7)) + Q(1(7)) = 0

Genau dies wird beim ASCII-Code gemacht. Lautet zum Beispiel der Code
des Zeichens L 0011001, so wird nun noch 1 angehéngt. Damit erhilt man den
endgiiltigen Code 00110011 fiir L. Falls nun bei der Ubertragung ein einzelner
Fehler unterlauft (also ein Bit ‘umklappt’), so wird dies sofort diagnostiziert,
indem wir die Quersumme des empfangenen Blocks nehmen. Sei ndmlich ¢ ein
Block der Léange 8; und sei i das Resultat aus einem Codewort & von hochstens
einem Umklappen eines Bits. Dann ist d(7, ¥) < 1, also gilt Q(7) = Q(Z) genau
dann, wenn auch ¢ = & ist. Das Kontrollbit erlaubt also, einen Einzelfehler zu
diagnostizieren. Es ist klar, dafl wir nicht in der Lage sind, den Fehler auch zu
reparieren. Falls wir dies wiinschen, mufl das Kontrollwort wesentlich langer sein
Anschaulich gesprochen muf ja in dem Kontrollwort auch Information dariiber
enthalten sein, wo der Fehler aufgetaucht ist. Daher mufl das Kontrollwort
mindestens die Lénge 3 haben, wenn das Gesamtwort die Lange 8 hat. Man
beachte, dafl wir ja auch Fehler im Kontrollwort einkalkulieren miissen!

Die Methode des Kontrollbits 148t sich verallgemeinern. Wir nehmen ein v :
A — B derart, dafl v(a) jeweils ein Block der Lénge x ist. Sei B = {1,2,...,m}.
Sei & = x1x2 ...z, eine beliebige Folge iiber B*. Sei

Q@) :=x1+x2+...+x (modm)

die Quersumme modulo m. Der Code, welcher durch w(a) := v(a)u, wo u =
m — Q(v(a)), definiert ist, kann genau einen einfachen Tippfehler erkennen.
Denn wird § gelesen, so bilde man Q(%). Ist ¥ in hochstens einem Symbol von
einem Codewort verschieden, so ist ¢ genau dann ein Codewort, wenn Q(%) = 0.

Wenden wir uns der Moéglichkeit zu, dafl es auch noch andere als die einfachen
Fehler gibt. Anstatt nun auf Doppelfehler iiberzugehen, kann man sich die Art
der Fehler etwas genauer ansehen. Dazu eine Statistik.
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FEHLERTYP BESCHREIBUNG | REL. HAUFIGKEIT
(1N %)

Verwechslung (Einfachfehler) a—b 79,0

Nachbartransposition ab — ba 10,2

Sprungtransposition ach — bea 0,8

Zwillingsfehler aa +— bb 0,6

iibrige 9,4

Nach Moglichkeit wollen wir einen Code konstruieren, der Einzelfehler und
Nachbartranspositionen erkennt. Eine Moglichkeit bietet der ISBN—Code (Inter-
national Standard Book Number). Ein typisches ISBN Codewort sieht wie folgt
aus 3-540-05303-4. Wichtig fiir uns ist die letzte Ziffer; sie ist die Priifziffer. Sie
ist eine Ziffer oder aber X — wir werden sehen, warum. Wir wollen der Einfach-
heit halber annehmen, es handelt sich um die identische Codierung, das heif3t,
wir haben es bei den ersten neun Ziffern gar nicht mit einer echten Codierung
zu tun. Gegeben eine neunstellige Zahl aias . . . ag, definieren wir nun

9
b10 = Z’L s Ay (mod 11)
i=1

Zwei Dinge sind bemerkenswert. Zum einen die Tatsache, dafl wir eine gewichtete
Summe bilden und zum anderen, dafl wir modulo 11 rechnen. Deswegen beno-
tigen wir im ibrigen auch das X. Denn wenn b;g = 10, so sei ajp = X,
ansonsten aber ajg := by1g. Der Witz ist nun folgender. Dieser Code kann nicht
nur einfache Tippfehler erkennen, sondern auch sdmtliche Transpositions— und
Sprungtranspositionsfehler! Um das zu sehen, sei & = x1x2...7T19 gegeben.
(Der Einfachheit wegen sei X gleich 10 gesetzt.) Wir nehmen an, # sei durch
einen Einfachfehler aus @ := aiasz...a10 entstanden. Sei etwa a; # z;. Dann
berechnen wir

9
(@) = (Zi -2i) —x10  (mod 11)

Da10= -1 (mod 11), so ist

10
()= iz
=1

Im Ubrigen ist auch £(@) = Zglz‘ - a;. Wir behaupten, dafl £(Z) # 0. Dazu
betrachten wir
(@) —&(@) =j-(a; —z;) (mod 11)

Hier kommt die Tatsache ins Spiel, dafl 11 eine Primzahl ist. j hat ein multipli-
katives Inverses, da j # 0 ist. Dies bedeutet, daf j - (a; —z;) #0 (mod 11).
Hétten wir also 10 statt 11 gewahlt, ware dies nicht moglich. Nun sei als zweites
Z durch einen Transpositionsfehler aus @ entstanden, etwa sei x; = a; und
x; = a; fir gewisse 0 < ¢ < j < 11, ansonsten aber ar = x,. Dann ist

§@) —¢(@)=i-a;+j-aj—i-a;—j-a;=(i—j)(ai —ay).
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Esist (4 —j)(a; — a;) = 0 genau dann, wenn ¢ = j (was ausgeschlossen ist) oder
a; = a; (in welchem Falle aber & = @). Wir kénnen also Transpositionsfehler,
Sprungtranspositionsfehler und mehr entdecken, insgesamt mehr als 90 % der
Fehler.

Nun kommen wir zu der Fehlerkorrektur. Hier gibt es recht raffinierte Ver-
fahren. Wir wollen uns aber mit ein paar Handgriffen zufriedengeben. Zunéachst
einmal wollen wir sehen, unter welchen Umstanden eine Fehlerkorrektur moglich
ist. Dazu konzentrieren wir uns der Einfachheit halber auf Bitfolgen. Wir erin-
nern daran, da§ der Hammingsabstand d(Z, §) zweier Bitfolgen gleicher Lénge
gleich der Anzahl der verschiedenen Bits in & und ¥ ist, das heifit

A7, )= > 1.

TiFYi

Es sei & € {0,1}". Dann ist K4(Z) := {7 : d(¢, Z) < d}. Dies heifit die Kugel
mit Radius d um #. Ein Code heiBe d-korrigierend, falls bei der Ubertragung
eines Codeworts bis zu d Fehler auftreten diirfen und dennoch das Codewort
eindeutig identifiziert werden kann.

Satz 0.101 Es seiv: A — {0,1}™ ein Code derart, daf§ zu je zwei Codeworten
v(a) undv(b) mita # b gilt Kg(v(a))NK4(v(b)) = 0. Dann ist v d-korrigierend.

Beweis. Hat man ¢ und ist § aus einem Codewort v(a) entstanden durch
hochsten d—fachem Umklappen eines Bits, so ist d(¢,v(a)) < d, mithin § €
K4(v(a)). Dann existiert nach Voraussetzung kein b # a mit d(¢, v(b)) < d, also
ist a eindeutig. Q. E. D.

Ein Code ist d-korrigierend, falls d(v(a),v(b)) > 2d fiir alle a,b € A mit
a # b. Ein Beispiel. Die Punkte (0,0,0) und (1,1,1) haben den Hamming—
Abstand 3. Also konnen wir ein Informationsbit unterbringen, und kénnen
einen Fehler korrigieren. Wahle einfach v : 0 — (0,0,0),1 — (1,1,1). Die
Ausbeute ist nicht gerade gut. Etwas besser ist folgender Code, der auf 7 Bits
gerade 3 Kontrollbits enthélt und einen Fehler korrigieren kann. Wir wollen ihn
nicht im Detail studieren, sondern ohne Beweis angeben, wie er funktioniert. Es
sei H folgende Matrix.

101 0101
H=|01 10 0 11
0O 001 1 11
Das zu iibertragende Wort sei (a, b, ¢,d). Dann seien z, y, z so gewéhlt, daf} fiir
den Vektor ¢ := (z,y,a, z,b, ¢, d) gilt
Hi=0
Um zu zeigen, dafl dies tatsdchlich ein 1-korrigierender Code ist, mufl man

einiges an algebraischen Hilfsmitteln bereitstellen. (Es zeigt sich also, daf
hohere Mathematik am Ende doch ganz praktische Anwendungen haben kann.)
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Dies sieht wesentlich besser aus. Jedoch sollte man bedenken, daf} die
Wahrscheinlichkeit, dafl auf 7 Zeichen ein Fehler eintritt, hoher ist, als dafl
auf 3 Zeichen ein Fehler eintritt. Bei 7 Zeichen geht man also schon eher das
Risiko ein, da man einen Doppelfehler hat (und ihn nicht erkennen kann). In
Computern ist das Risiko von Doppelfehlern aber bei derart kurzen Worten
vernachlassigbar klein.

Definition 0.102 Die Informationsrate eines Codes mit Codeworten der
Léinge n dber 2 ist definiert durch

log, tA/n

Der erste Code hat eine Informationsrate von 1/3, der zweite von 4/7. Die
Informationsrate ist von Belang, wenn man sich fiir den Aufwand bei der Daten-
iibertragung interessiert. Der Kehrwert der Informationsrate mifit, um welchen
Faktor der Zieltext linger wird wir der Quelltext. Falls man also die 3-Bit
Codierung wahlt, so ist der Zieltext immerhin dreimal so lang wie der Quelltext,
bei der 7-Bit Codierung immerhin noch fast zweimal so lang!

Wir wollen zum Abschlu eine heuristische Uberlegung anstellen, wie viele
Codeworter wir unterbringen kénnen, wenn die Blocklange (3 gegeben ist und die
Anzahl d der zu korrigierenden Fehler. Gewifl kann man immer mindestens ein
Wort unterbringen! (In diesem Fall ist der zu tibertragende Block stets bekannt,
die Korrektur gelingt immer. Die Botschaft besteht also nur in der Lange des
ibertragenen Wortes. Dann ist die Maschinerie der Fehlerkorrektur natirlich
hochst iiberfliissig.) Gegeben ein Codewort, muf} es uns sagen, welches Symbol
iibertragen wurde, und an welcher Stelle Fehler aufgetreten sind. Es gibt

d

> ()

=0\

viele Moglichkeiten, an einem Codewort bis zu d Fehler anzubringen. (Diese
entsprechen gerade den Teilmengen der Menge {1,2,...,3} der Méachtigkeit

< d.) Wir haben insgesamt 2% viele Blocke zur Verfiigung, also konnen wir
hochstens

28
d B
> j=0 ( j)
Symbole kodieren. Diese Zahl ist in der Regel zu hoch, gibt aber erst mal eine
Abschétzung. Fiir d = 1 ergibt sich die sogenannte Hamming—Volumenschranke

28
B+1
also fiir 0 = 2,3,4,5 gerade 1, 2, 3, 5.
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I"Jbungen

UBUNG 61. Die Europiische Artikelnummer (EAN) besteht aus dreizehn Dez-

imalziffern, wobei die letzte eine Priifziffer ist. Sie wird wie folgt berechnet
ais:=—(l-a1+3-a2+1-a3+3-as+...+1-a11 +3-a12) (mod 10)

Man iiberlege, ob der EAN—Code in der Lage ist, Einfachfehler und Transposi-

tionsfehler zu erkennen.

UBUNG 62. Kann der ISBN-Code Zwillingsfehler erkennen? Wenn nein, welche
genau nicht?

UBUNG 63. Man wihle n Stiick Permutation 7, auf der Menge {0,1,2,...,9}.
Dann sei a,, so bestimmt, dafl eine Kontrollgleichung gilt fiir ein gewisses c.

c= ij (a;) (mod 10)

Zum Beispiel ist der Code der deutschen Postgironummern wie folgt.

m o= m = m = (0)(124875)(36)(9)
T = 75 = ws = (026387514)(9)
T3 = 7w = 7w = (0316)(29857)

Schliefllich sei w19 = (0)(19)(28)(37)(46)(5). Zeigen Sie, daf dieser Code auf
jeden Fall Einzelfehler erkennt. Wie steht es mit Nachbartranspositionen? (Al-
ternative: Zwillingsfehler.) Hinweis. Da die Permutationen relativ willkiirlich
sind, kann man sich nur mit jeder Nachbartransposition einzeln befassen. Das
kann ein bifichen langwierig werden, ist aber keinesfalls schwer.

UBUNG 64. Geben Sie d—korrigierende Codes an fiir jedes d und berechnen Sie
deren Informationsrate.

UBUNG 65. Zeigen Sie, daf der folgende Code 1-korrigierend ist.

00 +—

S oo oo
o
[
I
O O =
—
o
I
— = O =
=
=
I
== =0 O

Fiir Extrapunkte zeige man, daf es keinen 1-korrigierenden Code mit Blockliange
5 gibt, der mehr als vier Codeworte hat.

Teil 14. Codierung III. Kryptographie.

Ein mit der Codierung haufig assoziierte Technik ist die Kryptographie. Hier
geht es darum, eine Botschaft so zu iibermitteln, dafl sie von Dritten nicht
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verstanden werden kann, die sie zuféllig (oder weniger zuféllig) zu lesen bekom-
men. Wir unterscheiden zwei grundlegend verschiedene Methoden. Die eine ist
diejenige, bei der sowohl Sender als auch Empfanger in Besitz des Codes sind.
Wir wollen diese reversible oder symmetrische Geheimcodes nennen. Die andere
ist diejenige, bei der der Sender zwar verschliisseln kann aber nicht entschliisseln.
Diese nennen wir irreversible Geheimcodes. Ein Code besteht, wie wir gesehen
haben, aus einem Verschliisselungsverfahren und einem Entschliisselungsverfahren.
Normalerweise ist es erwiinscht, beide zu kennen. Die sogenannten Public—Key—
Systeme sind aber so gedacht, daf} jeder Teilnehmer den Verschliisselungscode
offentlich macht, damit ihm jeder andere Teilnehmer eine Nachricht zukommen
lassen kann, ohne daf dritte (auch nicht andere Teilnehmer) diese lesen kénnen.
Die Anforderungen an Public—-Key—Systeme sind also hoch: nicht nur soll die
Botschaft ohne Kenntnis des Codes nicht lesbar sein, sie soll auch mit Kennt-
nis des Verschliisselungsverfahrens unlesbar sein! Dies bedeutet nichts anderes,
als daBl die Berechnung des Entschliisselungsverfahrens aus dem Verschliisse-
lungsverfahren unmoglich gemacht wird. Da die Verschliisselung blockweise
geschieht, ist das Wort unmdglich allerdings unangebracht (siche dazu auch die
Ubung 56). Man kann ja einfach alle Blocke hintereinander verschliisseln, und
bekommt so eine Tabelle, in der man einfach nachschauen kann. Der Witz an
den irreversiblen Codes ist also nicht, daf§ das Entschliisseln wirklich unméglich
ist, sondern nur, daf der Aufwand dafiir unvertretbar hoch ist (mehrere Jahre
oder Jahrzehnte).

Betrachten wir zunachst die reversible Codierung. Die einfachste Methode
(der sogenannte Caesar—Code) ist das Verschieben modulo 26 um eine feste
Zahl. Wir ordnen den Buchstaben Zahlen zu in der folgenden Weise

A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
0O(1(2 (34|56 | 7|89 |10]11]12
N|IO|P|Q|R|S|T|\U|V|W|X|Y | Z
13141516 | 17|18 19|20 |21 |22 23|24 |25

Unser Alphabet sei Q, die Zuordnung ¢ : Q — {0,1,2,3,...,25}. Die Ver-
schliisselungsvorschrift ist dann ¢(a) := ¢~1(¢(a) + b), wobei wir modulo 26
rechnen. Dieser Code ist allerdings leicht zu knacken; man muf} ja nur b er-
raten. Etwas schwieriger ist, wenn wir einfach auf der Grundlage einer be-
liebigen Bijektion 7 : Q@ — € arbeiten. Es gibt so viele Bijektionen (26!
Stiick), dafi das sture Durchprobieren nicht sinvoll ist. Allerdings ist man
auch hier nicht chancenlos, wenn man ein langeres Stiick Text hat. Dann er-
rechne man einfach die Haufigkeit, mit der die Zeichen des Zieltextes auftreten.
Diese miissen ja ungefihr den normalen H&aufigkeiten entsprechen, mit denen
das unverschliisselte Gegenstiick in Texten auftritt. Damit 148t sich das ‘e’
des Quelltextes und sein Code identifizieren — und sicher noch ein paar mehr
Buchstaben. Ist man so weit gekommen, lassen sich die iibrigen Buchstaben
mit etwas Geschick erraten. Solche statistischen Uberlegungen sind eine scharfe
Walffe gegen Verschliisselungsverfahren. (Wir wollen dies nicht weiter disku-
tieren; es sei nur angemerkt, daffl man bei der Entschiisselung nur dann eine
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Chance hat, wenn die Natur des Codes einigermaflen bekannt ist. Ohne solches
Wissen (oder eine gute Vermutung) ist es aussichtslos.) Wir wollen das oben
angegebene Verfahren nun gegen diesen statistischen Angriff wie folgt wappnen.
Wir wéhlen eine nicht zu kurze Folge b= biba...b, € Q. Dies kann in der
Praxis einem sinnvollen Wort entsprechen, mufl es aber nicht. Nun wird der
Text wie folgt codiert

O(X1Z2 .. T) = Y1Y2 -+ - Ym

wobei yjpik = CTH({(zjpsk) + C(br)). Dies bedeutet, daBl das Mafl der Ver-
schiebung von der Stelle abhéngt, und von dem Wort b abhangt. Kennt der
Empfanger diese Methode, so muf3 er nur b zusitzlich zu dem Zieltext kennen,
und er kann den Quelltext berechnen. Dies Verfahren ist das Verfahren von Vi-
genére. Da ein fester Buchstabe je nach einer Stelle im Text auf einen anderen
Zielbuchstaben geworfen wird, wird die Wahrscheinlichkeit des Quellbuchstaben
maskiert. Wir bemerken, daf es reversible Verschiisselungsverfahren gibt (zum
Beispiel das Verfahren von Vernan, die absolut sicher sind, sofern der (iiber
eine Zufallsfolge ermittelte) Schliissel geheim bleibt. Hier liegt die Schwach-
stelle dieser Verfahren, da sie mit einem variablen Schliisselwort arbeiten, das
ja erst einmal iibertragen werden mufl. Letzteres kann natiirlich nur mit einem
Code geschehen, der grundséatzlich nicht von dieser Art ist, also unsicher.
Damit beenden wir den Streifzug durch die reversiblen Verschliisselungs-
techniken und wenden uns den irreversiblen zu. Wir stellen ein wenig bekanntes
Verschliisselungsverfahren vor. Es sei A ={0,1,...,n}. Ferner seien Gewichte
dj, 1 < p, gegeben mit der Eigenschaft, dafi 6; > 0 und (n + 1) - §; < J;41.
Gegeben ein Wort der Lange p, @ = aqaz . . . ap, so sei W(a) definiert durch

p
@)= 0;-a;
j=1

Ist W (@) gegeben, so a8t sich sehr leicht @ ermitteln. Wir zerlegen P, := W (&)
in P, = b, -6; + P,—1 derart, dal P, < J,. Ebenso zerlegen wir P,_; =

bp—10p—1+FPp—2. Und so weiter. Falls im Verlaufe der Zerlegung ein b; > n oder
Py # 0, so haben wir kein Codewort. Andernfalls haben wir die Entschlusselung
b= b1babs . .. b,. Wieso ist nun b= @? Dazu sei q der hochste Index < p sodafl
aq 7# bg. Wir nehmen an, daf$ ag > by. Dann ist

0=W(@) -Wk)=> (a4

j=1

Man iiberlegt sich, da |a; — b;| < n, daher ist die rechte Summe grofler oder

gleich
qg—1 q—1
0)0q — Y _nd; >0, =Y nd; >8>0
j=1 j=1

61



Denn né; < 641 — 05, sodaB

—1 —1
néj S (Sj+1 — (Sj = (Sq — (51

1

Q
Q

Jj=1 J
Also haben wir ein Verschiisselungsverfahren gefunden. Der Nachteil ist, daf} es
leicht zu knacken ist. Um dies zu verhindern, bedienen wir uns eines Tricks. Wir
wiahlen eine Primzahl r und eine Zahl u. Ferner sei uv =1 (mod r). Einzige
Bedingung an die Primzahl ist, daf§ kein Codewort > r ist. Nun definieren wir
als Verschliisselungsverfahren @ — V (&), wobei

P
V(d) = va
j=1

und v; :=u-J; (mod r). Fiir das Verschliisseln miissen lediglich die Gewichte
v; bekannt sein. Wenn man es gut macht, sind die Gewichte so bosartig verteilt,
dafl das Entschliisseln sehr schwer fallt. Zum Entschliisseln geht man so vor.
Man erhélte die Zahl . Man berechnet zunéchst v -  (mod r) und zerlegt
dann

P
vex = Zéjaj (mod r)
j=1

Wie wir oben gesehen haben, ist dieses Problem sehr leicht. Dafl wir damit
korrekt entschliisseln, belegt folgende Rechnung

v-V(@) = vX ' v,
P

= )1 vudja;
p -
j=1 dja;

= W(d@) (mod r)

Ein Beispiel. Unser Alphabet sei A = {0,1,2}. Wir wollen Blocke der Lange 5
codieren. Die Gewichte sind

01|92 |63 |da| 65
113]9]|27|81

Offensichtlich ist 30; < 041, 1 < j < 4. Die grofite Zahl, die damit gebildet
werden kann, ist 2?21 26; =2(14+ 349+ 27+ 81) = 242. Wir nehmen daher
als Primzahl r = 251. Es gilt 69 x 211 = 1 (mod 251). Wenn wir also die
Gewichte mit 211 multiplizieren, erhalten wir die 6ffentlichen Gewichte

YL Y2 | Y3 Y4 | s
211 | 131 | 142 | 175 | 23

Es werde zum Beispiel die Zahl 774 tibermittelt. Dann ist 774 =21 (mod 251).
Wir berechnen 6921 = 1449 = 194 (mod 251). Es ist nun leicht zu ermitteln,
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daB 194 =2 x 81+ 1 x 27+ 1 x 3+ 2 x 1, also ist die iibermittelte Nachricht
(2,1,0,1,2). Zur Probe berechnen wir

2x2114+1x1314+0x 142+ 1 x 175 +2x23 =774

Dieses Verfahren wird dadurch sicher gemacht, dafl man die Blocklange grof3
wahlt und die Primzahl ebenso. Wichtig ist, dafi die offengelegten Gewichte
gehorig durcheinandergewirbelt sind. Natiirlich garantiert dies nicht, dafl es
nicht doch raffinierte Verfahren gibt, die das Problem der unbefugten Entschliis-
selung in vertretbarer Zeit 16sen. Man sollte jedenfalls auch hier im Auge behal-
ten, dafl man gegen solche Codes immer auch statistisch vorgehen kann, sodafl
man auch hier etwas raffinierter vorgehen sollte. Man konnte das genannte
Verfahren zum Beispiel mit der Methode von Vigenere kaskadieren. Das eben
diskutierte Verfahren ist im Ubrigen geknackt worden, soda$ man sich anderen
Methoden zugewendet hat, so zum Beispiel dem RSA Algorithmus.
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